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Predstavte si, ze usporadivate $kolsky turnaj v stolnom tenise, Sachu, e-Sporte alebo napriklad futsale.
Chcete, aby bol ¢o najspravodlivejsi — aby kazdy hra¢ mal moznost stretnit sa so vSetkymi ostatnymi.
Prave na to slizi systém kazdy s kazdym, znamy tiez ako round robin.

Jeho hlavnou vyhodou je férovost: vysledné poradie zavisi len na vykonoch hracov alebo timov, nie
na nadhodnom losovani stperov. Na druh( stranu, polet zdpasov rychlo rastie s po¢tom Gcastnikov
— naplanovat taky turnaj méze byt celkom vyzva. A prave tu prichddza ku slovu kombinatorika —
matematika pocitania moznosti.

Futsalovy turnaj

Uloha 1. Na turnaj vo futsale sa prihlasilo 9 timov. Je vedeny systémom round robin, t. j. kazdy tim
hra s kazdym jeden zapas. Tim za kazdé vitazstvo v zapase dostava 2 body, za remizu 1 bod a za
prehru 0 bodov. O celkovom umiestneni timu rozhodne zaverecny siicet bodov za vSetky zapasy.
Kolko zapasov je nutné na turnaji odohrat? Kolkymi spdsobmi je mozné zostavit rozvrh turnaja, ak
je k dispozicii jediné ihrisko, na ktorom sa zapasy postupne odohravaja?

Riesenie. Celkovy pocet odohranych zdpasov zodpoveda poctu vsetkych neusporiadanych dvojic vy-
tvorenych z deviatich timov. Inymi slovami zodpoveda poctu vsetkych dvojélennych kombinacii bez
opakovania vytvorenych z deviatich prvkov. Tych je celkom

Q-

Pre urlenie poltu spOsobov zostavenia turnaja hladdme vlastne pocet vSetkych zoradeni 36 zapasov,
preto je vSetkych moznych rozvrhov turnaja celkom

36! = 371993 326 789 901 217 467 999 448 150 835 200 000 000 = 3,72 - 10**.

Poznamenajme, ze keby sme zhromazdili porovnatelny pocet zrniek piesku, z ktorych kazdé bude mat
objem radovo 1071 m3, celd képka by mala objem v radoch 102 m3, &o je priblizne desatnasobok
objemu Slnka. Skor nez o képku by sa preto jednalo o relativne hmotné vesmirne teleso.

Uloha 2. UkaZte, e ak niektory tim v turnaji z predchadzajiicej tlohy ziskal celkom 13 bodov, potom
nutne patri medzi Styri najlepsie timy turnaja.

Riesenie. Ulohu budeme riesit sporom. Pripustme, e by 5 timov ziskalo 13 alebo viac bodov. Pretoze
st v kazdom zapase medzi dva timy rozdelené 2 body, je v celom turnaji rozdelenych celkom 2-36 = 72
bodov. Pritom je medzi 5 timov rozdelenych aspon 65 bodov, medzi zostavajlice Styri timy tak musi byt
rozdelenych nanajvys 7 zostavajlcich bodov.

Ale tieto Styri timy navzajom medzi sebou odohraji celkom (3) = 6 zapasov a musia si preto rozdelit

celkom 12 bodov, dokopy by sa teda muselo rozdelit aspon 77 bodov, ¢o nie je mozné, dostavame teda
spor.

Timov s 13 alebo viac bodmi tak mo6ze byt najviac Styri.
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FérovejsSia sutaz

Na dalsi ro¢nik futsalového turnaja z predchadzajtcich tloh sa tentoraz prihlasilo 7 timov. Pri zostavovani
rozvrhu turnaja si vSak organizator dal novi podmienku, ze Ziadny tim nesmie hrat v dvoch zapasoch
tesne za sebou, aby hradi nemuseli hrat unaveni a turnaj bol férovejsi.

Libor vymyslel algoritmus, ako pozadovani postupnost zapasov zostavit. Vychadza z nasledujicej ta-
bulky.
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Obr. 1: Tabulka pre tvorbu programu férového turnaja

Jej kazdé pole v i-tom riadku a j-tom stipci zodpoveda zapasu (i + 1)-tého a j-tého timu. Hladan
postupnost zapasov bude zodpovedat poradiu poli, ktoré Libor postupne vybera. Pre prehladnost budeme
tieto polia oznacovat podla timov, ktorych zapas reprezentuje, t. j. [1;2], [3;5] atd. Dalej oznacime
najdlhsiu diagonélu zaéinajicu polom [1;2] a konéiacu polom [6; 7] ako D, kratsiu diagonalu za&inajdcu
polom [1; 3] a konéiacu polom [5;7] ako D5 atd.

Liborov algoritmus vyzera nasledovne: - ako prvé vyberieme pole v prvom stipci a poslednom riadku, t.
j. [1;7]; - dalej vyberdme po rade pole diagonaly D; v parnych stipcoch zlava doprava; - dalej vyberame
po rade zostavajiice polia diagonaly D; v neparnych stipcoch zlava doprava; - dalej vyberdme zlava
doprava vsetky polia diagonély D-; - dalej vyberame zlava doprava vsetky polia diagonaly D3, nasledne
D4 atd.

Pre turnaj o siedmych timoch tak dostaneme nasledujlce poradie zapasov

(L7, (23], [45], [6;7], [1;2], [3;4], [5;6],
(1:3], [2:4], [3:5], [4:6], [5:7], [1:4], [2:5],
[3;6], [47], [1;5], [2;6], [3;7], [1;6], [2;7].

Uloha 3. Vypite vyuzitim Liborovho algoritmu postupnost zapasov pre turnaj, ktorého sa za&astni 9
timov a overte, ze v nej neddjde k vyskytu rovnakého timu v dvoch po sebe idlicich zapasoch.
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Riesenie. Vlyuzitim algoritmu dostavame nasledujiicu postupnost 36 poli a je zrejmé, Ze kazdé dve po
sebe idlce polia maji vsetky zlozky rozne.

(1;9], (23], [45], [67], [&9], [1;2], [34], [5:6], [7:8], [1;3], [2;4], [3;5],

]
]

[4;6], [5;7], [6:8], [T;

9 ; 5]
3;7],  [48], [5:9], [1;6

2 3:6], [47], [58], [6:9], [L5], [26],
3; 8]

, s 9 57, 28] [3:9], (L8] [2;9]

»
=

Uloha 4. Plati Liborov algoritmus vieobecne pre lubovolny poet prihlasenych timov? Ak nie, tak pre
ktoré? A dokazete zostavit pre tieto pripady pozadovani postupnost sami?

Riesenie. Oznaéme n pocet prihldsenych timov (z kontextu dlohy je pritom zrejmé, ze n > 1). Z Li-
borovho algoritmu odvodime nasledujicu postupnost poli, ktorl rozdelime do niekolkych nadvazujicich
sekcii podla ich vyskytu v tabulke (pri diagonéle D; pritom musime rozliovat medzi paritou n):

[1;n], (1. pole)

[2;3],[4;5],...,[n — 1;n], (1. Cast diagonaly Dy, nepérne n)
[1;2],[3;4],...,[n—2;n — 1], (2. Cast diagondly Dy, nepéarne n)
[2;3],[4;5],...,[n—2;mn — 1], (1. Cast diagonaly Dy, parne n)
[1;2],[3;4],...,[n — 1;n], (2. Cast diagondly Dy, parne n)
[1;3],12;4],...,[n — 2;n], (diagonala D5)

[1;4],12;5],...,[n — 3;n], (diagonéla Ds)

L4+ 1],[2;0 4+ 2],...,[n — i;n], (diagonéla D;, kde i <n —2)

[1;¢+2],[2;¢+3],...,[n— (i + 1);n], (diagonala D;41)

[1;n —1],[2;n]. (diagonéla D,,_3)

Dve po sebe idlce polia, ktoré patria do rovnakej sekcie, rovnaké Cislo obsahovat nemdzu. V oboch
Castiach diagondly D; mozeme totiz lubovolné dve po sebe idiice polia zapisat v tvare [j,5 + 1] a
[7 4+ 2,7 + 3] a v lubovolnej diagonale D; pre i > 1 majd zase lubovolné dve po sebe iddce polia tvar
[4,d+4 alj+1,5+ i+ 1]. Stadi preto overit, za akych podmienok mdze posledny &len jednej sekcie
obsahovat rovnaké Cislo ako prvy Clen nasledujicej sekcie. Tieto Specidlne pripady potom posidime
zvlast.

1. pole — 1. ¢ast diagonaly D;. Pole [2; 3] nadvazuje nezévisle na parite n na pole [1;n]. Pozadovana
podmienka rbéznosti vSetkych Styroch zloziek tak nie je splnend pre n =2 an = 3.

1. ¢ast — 2. &ast diagonaly D;. Pre neparne n nadvézuje pole [1;2] na pole [n—1;n], odkial dostavame
uz spomenuté pripady n = 2 a~n = 3. Pre parne n na seba nadvazuji polia [n — 2;n — 1] a [1;2], tu
musime navyse vylucit pripad n = 4.

2. &ast diagonaly D; — diagonala Ds. Pre nepdrne n na seba nadvazuji polia [n —2;n — 1] a [1;3].
Podmienka réznosti zloziek tak nie je splnend pre n € {2;3;4;5}. Ak je n parne, nadvizuje na seba
pole [n — 1;n] a pole [1;3]. VSetky doteraz nevyliéené Cisla n skiimanej podmienke vyhovujad.
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Diagonala D; — diagonala D, ;. Pole [1;i + 2] nadvazuje na pole [n — i;n]. Dostdvame tak Styri
mozné rovnosti, pri ktorych nebude dand podmienka splnena:

n—i1=1, n—t=1+2, n=1, n =14+ 2.

Tretia z rovnosti isto platit nemo6ze. Prva rovnost by znamenala, ze ¢ = n — 1, ale ¢ mbze nadobddat
nanajvys hodnotu n — 2. Ak by platila Stvrtad rovnost, i nadobiida hodnotu prave n — 2; diagonala D,,_o
je vsak poslednou sekciou, ktorou je postupnost ukoncend, kedze ziadna dalSia diagonala nenadvazuje.
Konecne druhl rovnost mozno prepisat do tvaru i = "T_Q Ak je n neparne, nemoéze platit; pre lubovolné
parne n vsak existuje dokonca jednoznacné ¢ také, ze platit bude. Algoritmus preto zlyha pre fubovolné
parne n; napr. pre n = 14 je i = 6, posledny &len diagondly Dg je [8;14] a prvy &len diagonély Dy je
[1;8].

Liborov algoritmus tak bez vyhrad funguje pre neparne n s vynimkou 3 a 5. Dodajme v3sak, ze zrejme
trividlne funguje tiez pre n = 2 (dva timy odohraji jediny zapas celého turnaja). Pre zostavajice parne
n, n =3 an =5 by sme sa teraz mali pokdsit najst pozadované postupnosti inak. Konstatujme vsak
najprv, ze pre n =3 a n = 4 je to nemozné, pretoze

= pre n = 3 musime zoradit tri polia [1;2], [1;3], [2;3], ale kazdé takéto zoradenie nespliia zadand
podmienku;

= pre n = 4 zvolime bez ujmy na veobecnosti prvé pole [1;2], nasledovat nutne musi pole [3;4] a
dalej potom opét [1;2], ¢o nie je moZné.

Pre ostatné n uz najst postupnosti pozadovanych vlastnosti vieme. Pretoze ich je (a algoritmov, ktorymi
ich mdZeme néajst) viac, uvedme aspon niektoré priklady, ktoré dostaneme tGpravou pévodného Liborovho
algoritmu. Pre n = 5 ho modifikujeme nasledovne:

= ako prvé vyberieme pole v prvom stipci a poslednom riadku, t. j. [1;5];

= dalej vyberdme po rade pole diagonaly D; v parnych stipcoch zlava doprava;

= dalej vyberdme po rade zostévajiice polia diagonaly D; v nepérnych stipcoch zlava doprava;
= dalej vyberame sprava dolava vsetky polia diagonaly Ds;

= dalej vyberame sprava dolava vsetky polia diagonaly Ds.

Vysledna postupnost je tvaru

(1;5], (23], [45], [1;2], [3;4], [2:5], [L;4], [3;5], [2:4], [1,3].

Pre parne n rézne od 2 a 4 spocitame Cislo k = %’2 (Prave toto &islo totiz bolo v diskusii vSeobecného
pripadu “problematické”.) Nasledne aplikujeme Liborov algoritmus s tym rozdielom, Ze pri vybere poli
zamenime poradie diagonal Dy 1 a Dy 2. S ohladom na to, Ze je zvy3ok algoritmu rovnaky, skontrolujme
len rozdielne napojenia dotknutych sekcif.

Diagonala D;, — diagonala Dy o. Na pole [n—k; n] nadvazuje pole [1; k+3]. Dosadenim za k, dpravou
a porovnanim moznych zhodnych zloziek dostavame Styri rovnosti
n+2 n+2 n+4 n+4

2 0 T9 T g "ThHo T

Druh3 a tretia z rovnosti platit nemdZe a prva (resp. $tvrtd) rovnost je splnend prave vtedy, ked n =0
(resp. n = 4), o tiez neplati.
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Diagonala Dy > — diagonala Dy 1. Na pole [n — (k + 2); n] nadvézuje pole [1;k + 2]. Dosadenim a
Gpravou odvodime opat Styri rovnosti, ktorych platnost by porusila zadani podmienku:
n—2 n—2 n+2 n—+ 2

2 :1’ D) = B) y n:]., n = 9 .

Ziadna z uvedenych rovnosti viak platit neméze, pretoze n nemdze byt 4, 1 ani 2.

Diagonala D ; — diagonala Dy 3. Na pole [n — (k + 1); n] nadvazuje pole [1; & + 4]. Obdobne ako
v predchadzajicich dvoch pripadoch mézeme odvodit Stvoricu rovnosti

n+6 n+6
= n=1, n = .

=1, = :
2 2 2

n

2
Prvé tri z uvedenych rovnosti platit nemézu uz z predtym uvedenych dévodov. Stvrta rovnost plati pre
n = 6; pre toto Cislo vSak neexistuje diagonala Dy,3, pretoze k + 3 = 6;—2 + 3 = 5. (Pripomefime,
Ze pre n = 6 st definované len diagondly D1—Dy.) Algoritmus pre n = 6 tak konéi vyberom &lenov
diagonély Dy11 = Ds.

Upraveny algoritmus tak pre parne n rézne od 2 a 4 skonstruuje pozadovan( postupnost poli. Jediné
prirodzené n > 1, pre ktoré ziadna postupnost zadanych vlastnosti neexistuje, st preto 3 a 4.
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