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Tomograf akustyczny i rOownanie elipsy
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Wyobraz sobie, ze musisz oceni¢ stan zdrowia starego drzewa bez wycinania go lub uszkadzania w jakikol-
wiek sposéb. Nowoczesna technologia pozwala to zrobi¢ delikatnie i doktadnie - a jednym z kluczowych
narzedzi jest réwnanie elipsy. Korzystajac z metody EBSI (interpolacja przestrzenna oparta na elipsie),
mozna oszacowa¢ wtasciwosci fizyczne drewna wewnatrz pnia na podstawie zmierzonych danych, a tym
samym uzyskaé wyobrazenie o jego wytrzymatosci i stanie. Aby to osiggnaé, musimy zrozumie¢, jak
pracowac z réwnaniem elipsy, nawet jesli elipsa nie jest wyréwnana z osiami wspétrzednych. W takich
przypadkach iloczyn kropkowy jest uzywany do znalezienia rzutu wektora w pozadanym kierunku.

Tomograf akustyczny

W pracy arborysty - specjalisty zajmujacego sie pielegnacja drzew poza lasami - jednym z najczestszych
zadan jest ocena zywotnosci i stanu zdrowia drzewa. Musi sie to odbywaé przy minimalnej lub zerowej
ingerencji, aby nie wptywaé na kondycje drzewa. Jedna z niewielu minimalnie inwazyjnych metod jest
uzycie tomografu akustycznego. Urzadzenie to mierzy czas przelotu (TOF) sygnatu dZzwiekowego pomie-
dzy dwoma czujnikami. Korzystajac z metod geometrii analitycznej, mozna okreéli¢ odlegtos¢ miedzy
czujnikami i zaktadajac, ze dzwiek przemieszcza sie po prostych Sciezkach, mozna obliczy¢ predkosé
propagacji dzwieku przez materiat. Warto$¢ ta jest waznym wskaznikiem fizycznych i mechanicznych
wtasciwosci drewna, poniewaz dzwiek przemieszcza sie szybciej przez dobre drewno niz przez zdegrado-
wane drewno.

Wyzwanie zwigzane z rekonstrukcja obrazu

Rekonstrukcja obrazu w tomografie akustycznym opiera sie na zatozeniu, ze promienie dzwiekowe prze-
mieszczaja sie w liniach prostych w przekroju poprzecznym pnia drzewa. Odbicia lub zatamania fali nie s3
brane pod uwage. Zasadno$¢ tego zatozenia jest obecnie badana przez naukowcédw, ale dla praktycznego
wykorzystania metody takie uproszczenie jest konieczne.

Poniewaz liczba wykorzystywanych promieni jest stosunkowo niewielka (tomograf akustyczny ma zazwy-
czaj 12, maksymalnie 24 detektory - czasem nawet mniej w przypadku drzew o niewielkich $rednicach),
konieczne jest zastosowanie metody interpolacji i usredniania. To sprawia, ze zadanie to rézni sie znacz-
nie od tomografii medycznej, w ktérej liczba promieni obrazujacych jest o rzad wielkosci wieksza, a
geometria pomiaru jest lepiej zdefiniowana: Zrédta i detektory sa na przyktad umieszczone na obwodzie
idealnego kota, w przeciwienstwie do nieregularnego obwodu pnia drzewa. Aby przezwyciezyé ograni-
czenia zwigzane z wykorzystaniem tomografii akustycznej na drzewach, opracowano kilka technik, ktére
pozwalaja na interpolacje i usrednianie zmierzonych wartosci.
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Rysunek 1: Po lewej: promienie o réznych kolorach reprezentujace rézne predkosci. Po prawej: przyktad
obrazu zrekonstruowanego przy uzyciu tomografii akustycznej. W Srodkowej czesci pnia dzwiek rozchodzi
sie wolniej - drewno ma tu gorsze wtasciwosci mechaniczne, co moze wskazywac na jego degradacje..

Metoda EBSI i jej nastepcy

Wiele metod rekonstrukcji obrazu w tomografii akustycznej opiera sie na zatozeniu, ze na predkosé
dzwieku wptywa jakos$¢ drewna w eliptycznym obszarze otaczajacym odcinek linii miedzy dwoma czuj-
nikami. Zatozenie to zostato przetestowane na rzeczywistych pomiarach w Du et al. (2015), gdzie
zaproponowano réwniez wzdr odnoszacy odlegto$¢ miedzy czujnikami do mimosrodu elipsy. Podejscie
to dato lepsze wyniki niz metody oparte na prostych przecieciach promieni i usrednianiu predkosci na
tych przecieciach. Metoda ta zostata nazwana Ellipse-Based Spatial Interpolation, w skrécie EBSI.

Praktyczna implementacja rekonstrukcji obrazu polega na podzieleniu przekroju drzewa na poszczegdlne
komérki, w obrebie ktérych zmierzone wartosci sa uéredniane w okreslony sposéb. W metodzie EBSI dla
kazdej komorki predkos¢ jest obliczana jako $rednia predkosci wszystkich promieni, ktérych eliptyczny
obszar oddziatywania obejmuje te komorke.
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Rysunek 2: Podziat przekroju na komorki jest niezbedny nie tylko do uruchomienia algorytmu, ale
takze do pdzniejszej weryfikacji, jak dobrze wynik algorytmu odpowiada rzeczywistemu stanowi. Zrédto:
Projekt DYNATREE, autor V. Semik.

W pézniejszych badaniach metoda EBSI byta dalej rozwijana. Wokét kazdego promienia ponownie
rozwazana jest elipsa, definiujaca obszar wptywu tego promienia (patrz rysunek 3). Dane s3 przetwarzane
w dwéch etapach przy uzyciu metod RSEN i SISE, ktérych akronimy pochodza od “segmentacji promieni
przez eliptyczne sasiedztwo" i “interpolacji przestrzennej przez segmentowana elipse”, jak opisano w Du
et al. (2018).

Szczegbtowy opis tych metod mozna znalezé w oryginalnej literaturze. Jednak nawet z powyzszego
uproszczonego opisu jasno wynika, ze kluczowym podproblemem w implementacji rekonstrukcji obrazu
jest sprawdzenie, czy punkt na ptaszczyznie lezy wewnatrz czy na zewnatrz danej elipsy.
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Rysunek 3: W metodzie EBSI stosunek osi p6t wiekszej do p6ét mniejszej elipsy jest okre$lany przez
odlegtos¢ miedzy czujnikami - tj. dtugos¢ osi pot wiekszej..

Réwnanie elipsy

Z poprzedniej sekcji motywujacej wynika, ze do praktycznej implementacji rekonstrukcji obrazu przy
uzyciu metody EBSI konieczna jest wydajna praca z elipsami w réznych orientacjach. Obejmuje to
dowolny obrét osi i dowolne przesuniecie srodka elipsy. Musimy by¢ w stanie skutecznie okresli¢, czy
dany punkt lezy wewnatrz czy na zewnatrz elipsy.

Elipsa to zbiér punktéw na ptaszczyznie takich, ze suma odlegtoséci od dowolnego punktu na elipsie do
dwdch statych punktéw (zwanych ogniskami) jest stata. Elipse mozna réwniez zdefiniowa¢ za pomoca osi
gtéwnej i pomocniczej. Rozwazmy elipse z pétos gtéwna o dtugosci a i pdtos mata o dtugosci b. Réwnanie
elipsy wysrodkowanej w punkcie poczatkowym z osig gtéwna wyréwnana z osig x ma nastepujaca postac:

2 2
S
a b2

Punkty lezace wewnatrz elipsy spetniaja nieréwnosé

2 2
x Y
§+b72<1.
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Mamy jednak do czynienia z elipsami w potozeniach ogdlnych. Chociaz ich réwnania mozna przeksztatci¢
do tej samej postaci, co powyzej, proces ten jest raczej zmudny i niepotrzebny do naszych celéw. Zamiast
pracowac ze wspdtrzednymi, uzyjemy odlegtosci punktu od osi pét-wiekszej i pét-mniejszej. W przypadku
powyzszego réwnania, odlegtosci te odpowiadajg bezposrednio wspdtrzednym x i y punktu.

Oznacza to, ze jesli d; jest odlegtoscia od punktu do linii wyznaczonej przez 0§ pomocnicza (dla uprosz-
czenia nazywamy j3 odlegto$cia do osi pomocniczej), a ds jest odlegtoscia od punktu do osi gtéwnej, to
punkt lezy wewnatrz elipsy wtedy i tylko wtedy, gdy

di | d3

2 + 72 <1 (1)
Aby sprawdzi¢, czy punkt lezy wewnatrz elipsy, wystarczy zatem okresli¢ jego odlegtosci od osi gtéwne;j
i pomocniczej i zweryfikowad, czy zachodzi nieréwno$¢ (1).

Magnitude of Vector Projection and the Dot Product

The figure shows the major and minor axes of the ellipse, unit vectors in the directions of these axes, a
line connecting the tested point to the center of the ellipse, and the distances from the point to each
axis.

Rysunek 4: Gtéwne i pomocnicze osie elipsy oraz wektory jednostkowe w ich kierunkach. Sprawdzamy,
czy punkt konicowy wektora u lezy wewnatrz czy na zewnatrz elipsy.
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Dla uproszczenia przyjmijmy, ze kat pomiedzy wektorami u i €7 jest ostry. Z definicji iloczynu skalarnego
i faktu, ze € jest wektorem jednostkowym, otrzymujemy

u - €1 = |t]]€1| cos = |ii] cosp = dj.

Odlegtos¢ do osi pomocniczej mozna zatem obliczyé za pomoca iloczynu skalarnego. Z diagramu jasno
wynika, ze d; jest wielkoscig rzutu wektora i na kierunek wektora €;. Gdyby kat pomiedzy @ i €1 byt
rozwarty, warto$¢ d; bytaby ujemna - nie ma to jednak wptywu na warunek testu (1).

Analogicznie, wielko$¢ rzutu wektora @ w kierunku okreslonym przez wektor €5 jest (z mozliwym znakiem,
ktéry ponownie nie wptywa na test (1)) dana przez:

d2:1_j~62.

Uwaga. lloczyn skalarny mozna obliczy¢ za pomocg wspétrzednych wedtug wzoru

ﬁ ‘U = u1v1 + Ugv2,

gdzie @ = (uy,us2) i ¥ = (v1,v2). Obliczenia te moga by¢ wykonywane bardzo wydajnie na komputerze,
a przy uzyciu odpowiednich technik programowania (takich jak wektoryzacja), obliczenia moga by¢
wykonywane jednoczesnie dla tysiecy punktéw - zwykle setki razy szybciej niz przy uzyciu petli, ktéra
testuje kazdy punkt jeden po drugim.

Uwaga. Wektor jednostkowy €7 w kierunku osi gtéwnej mozna wyznaczy¢ albo jako wektor od $rodka

do wierzchotka gtéwnego podzielony przez jego wielko$¢, albo przy uzyciu kata miedzy osig gtéwna a
osig x. Jesli kat ten wynosi «, to wektor jednostkowy jest dany przez

1 = (cos a, sin ).

Wektor jednostkowy w kierunku osi pomocniczej jest prostopadty do €j, wiec mozemy przyjaé, na
przyktad:

—

€y = (—sina, cos ).

Przyktadowe zastosowanie

Zadanie. Elipsa ma 0$ pétpetng o dtugosci a = 3 i 0$ pétpetng o dtugosci b = 1.5. Srodek elipsy
znajduje sie w punkcie poczatkowym, a o$ gtéwna tworzy kat o = 30° z kierunkiem poziomym. Okresl,
czy punkt X = [1.6;1.6] lezy wewnatrz czy na zewnatrz elipsy. (Uzyte wartosci pochodza z rysunku
4. Punkt X jest punktem korficowym wektora .)

Rozwigzanie. Wektor jednostkowy w kierunku osi gtéwnej to & = (cos30°,sin30°). Wektor u jest
zdefiniowany przez wspétrzedne punktu X, tj. @ = (1.6;1.6). lloczyn skalarny wynosi zatem

dy =4-€ =1.6-cos30° + 1.6 -sin30° = 2.186.

Podobnie, wielko$¢ rzutu w kierunku osi pomocniczej, zdefiniowana przez wektor €3 = (— sin 30°, cos 30°)
WYynosi
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dy =18 =—1.6-sin30° + 1.6 - cos 30° = 0.586.

Otrzymujemy

di | d3 .
5ty S0683 <L

Dlatego punkt lezy wewnatrz elipsy. Sytuacje pokazano na ponizszym rysunku.

Rysunek 5: Testowany punkt lezy wewnatrz elipsy.

Whioski

W niniejszym teksScie przedstawiono podstawowe kroki, na ktérych opiera sie rekonstrukcja obrazu w
tomografii akustycznej. Jednym z kluczowych podzadan jest okreslenie, czy dany punkt lezy wewnatrz
czy na zewnatrz elipsy, ktéra znajduje sie w ogélnym potozeniu i jest zdefiniowana przez jej pétosie. W
tym celu korzystne jest uzycie réwnania elipsy opartego nie na wspétrzednych, ale na odlegtosciach od
osi gtéwnej i pomocniczej. Odlegtosci te mozna okredli¢ za pomoca iloczynu skalarnego wektordéw.
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