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Akusticky tomograf a rovnice elipsy
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PYedstavte si, ze potfebujete posoudit zdravotni stav starého stromu, aniz byste ho museli porazit nebo
do néj fezat. Moderni technologie dnes umoznuji takové posouzeni provést Setrné a pritom presné —
a jednim z kli¢ovych néastrojli je pfitom rovnice elipsy. Pomoci metody EBSI (elliptise-based spatial
interpolation) lze z naméfenych dat odhadnout fyzikaIni vlastnosti dfeva uvnitf kmene a ziskat tak
predstavu o jeho pevnosti a zdravi. K tomu je ale tfeba umét zachazet s rovnici elipsy i tehdy, kdyz
je elipsa v obecné poloze vzhledem k osam. V takovém pripadé vyuzijeme skalarni soucin pro nalezenf
projekce vektoru do pozadovaného sméru.

Akusticky tomograf

V praxi arboristy, odbornika pro péci o dreviny mimo les, je ¢astym tkolem posouzeni vitality a zdra-
votniho stavu stromu. Toto je nutné udélat s nulovym nebo minimalnim zasahem, ktery kondici stromu
vyrazné neovlivni. Jednou z velmi malo invazivnich metod je pouziti akustického tomografu. Jedna se
o ptistroj, ktery dokaze méfit “dobu letu” zvukového signalu (anglicky pouzivany termin time of flight,
TOF) mezi dvéma senzory. S pomoci metod analytické geometrie je poté mozno uréit vzdalenost mezi
senzory a s vyuzitim predpokladu o Sifeni zvukovych signali primymi paprsky se da zjistit rychlost Si-
feni zvuku v materialu. Tato hodnota je velice dllezitym indikatorem fyzikalné-mechanickych vlastnostf,
protoze ve zdravém drevé (angl. sound wood) se zvuk SiFi rychleji nez ve dfevé degradovaném (angl.
degraded wood).

Problematika rekonstrukce obrazu

Rekonstrukce obrazu v akustickém tomografu vychazi z predpokladu primého Siteni paprski v fezu
kmene. Nejsou tedy brany v Gvahu odrazy nebo lom vinéni. Kvalita tohoto predpokladu je predmétem
aktualniho védeckého zkoumani, nicméné predpoklad tohoto typu je nutné pro praktické vyuziti metody
ucinit.

Protoze se vychazi z pomérné malého mnozstvi paprskii (akusticky tomograf ma typicky 12, nejvyse 24
senzord, pro stromy malého priméru i méné), je nutné vyuzit néjakou metodu interpolace a primérovani.
Timto se Gloha stava odlisnou napriklad od tomografii pouzivanych ve zdravotnictvi, kde zobrazovacich
paprski je fadové vice a je také lépe definovana geometrie méfeni: zdroje a snimace jsou umistény
napriklad po obvodu kruhu a nikoliv po nepravidelném obvodu kmene stromu. Pro odstranéni nedostatkd
spojenych s pouzitim akustického tomografu pro stromy bylo vyvinuto nékolik technik, které umoznuji
interpolaci a primérovani namérenych hodnot.
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Obrazek 1: Vlevo paprsky s barevné odlis§enymi rychlostmi. Vpravo ukéazka rekonstrukce obrazu z akus-
tického tomografu. Uprostied kmene se zvuk Sifi pomaleji, dfevo zda mé horsi mechanické vlastnosti.
Mize jit o degradaci.

EBSI metoda a jeji nasledovnici

Rada metod rekonstrukce obrazu v akustickém tomografu vychézi z predpokladu, Ze rychlost $ifeni zvuku
je ovlivnéna kvalitou dfeva v eliptickém okoli spojnice dvou senzorli. Tento predpoklad byl otestovan
na realnych méfenich v Du et al. (2015), kde byl navrzen i vzorec, davajici do souvislosti vzdalenost
senzorll a excentricitu elipsy. Tento pFistup zaznamenal lepsi vysledky nez postupy zalozené na prostém
priseCiku paprski a primérovani rychlosti v téchto prisecicich. Metoda dostala nazev Ellipse-based
spatial interpolation a zkratku EBSI.

Prakticka implementace metody rekonstrukce obrazu spociva v tom, Ze prifez kmene se rozdéli na
jednotlivé buriky, ve kterych se naméfené hodnoty v jistém smyslu zpriméruji. V EBSI metodé pro
kazdou burniku uréime rychlost jako priimér rychlosti vSech paprskd, v jejichz eliptickém okoli plisobnosti
se bunka nachazi.
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Obrazek 2: Rozdéleni prifezu na burky je nutné nejenom pro béh algoritmu, ale i pro nasledné ovéreni
shody vystupu algoritmu s redlnym stavem. Zdroj: projekt DYNATREE, autor V. Semik.

V dalSich pracich byla metoda EBSI jesté rozsitena Okolo kazdého paprsku uvaZujeme opét elipsu definu-
jici oblast pisobnosti tohoto paprsku (viz. Obrazek 3). Data se zpracovavaji dvoukolové metodami RSEN
a SISE (z anglického ray sementation by elliptical neighborhood a spatial interpolation by segmented
ellipse) popsanymi v Du et al (2018).

Detailni popis metod je mozné najit v plvodni literatufe, nicméné i z uvedeného zjednoduseného popisu
je zrejmé, ze zasadni dil¢i Glohou pFi implementaci obrazové rekonstrukce je ovéreni, zda bod v roviné
lezi uvnitt elipsy Ci zda lezi vné.
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Obrazek 3: V EBSI metodé je pomér délky hlavni a vedlejsi poloosy elipsy dan vzdalenosti mezi senzory,
tj. délkou hlavni poloosy.

Rovnice elipsy

Z predeslé motivaéni &asti vyplyva, Ze pro praktickou implementaci rekonstrukce obrazu pomoci EBSI
metody je nutné umét efektivné pracovat s elipsou v rliznych polohach, coz zahrnuje libovolné pootoceni
os a libovolné posunuti stfedu elipsy. Potfebujeme efektivné zjistovat, zda néjaky bod lezi uvnitf &i vné

elipsy.

Elipsa je mnozina bodi v roviné, pro které plati, Ze soulet vzdalenosti bodu od dvou ohnisek je kon-
stantni. Elipsu je mozno urcit pomoci hlavni a vedlejsi osy. UvaZujme elipsu s délkou hlavni poloosy a
a délkou vedlejsi poloosy b. Rovnice elipsy se stfedem v pocatku soustavy soutadnic a hlavni osou ve
sméru osy x ma v tomto pripadé tvar

2 2
2L
a b2
Body lezici uvnitf elipsy pak spliiuji nerovnici
2 2
x Y
g + be < 1.

My vSak pracujeme s elipsami v obecné poloze, jejich rovnice se sice daji transformovat do stejného
tvaru, ale to je ponékud pracny a pro nase Gcely i zbyteCny proces. Radéji nez pracovat se souradnicemi
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budeme vyuzivat vzdalenosti bodu od hlavni a od vedlejsi poloosy. Pokud ma elipsa vySe uvedenou
rovnici, tak tyto vzdalenosti jsou pfimo z-ové a y-ové souradnice daného bodu.

Tedy je-li dy vzdéalenost bodu od p¥imky definované vedlejsi osou (pro stru¢nost vzdalenost od vedlejsi
osy) a vzdalenost bodu od hlavni osy da, pak bod lezi uvnitt elipsy pravé tehdy, kdyz plati

di | d3
Pro ovéreni zda bod lezi nebo nelezi uvnitf elipsy tedy stadi urcit vzdalenost bodu od hlavni a od vedlejsi
osy a ovéfit platnost vySe uvedené nerovnosti (1).

Délka projekce vektoru a skalarni soucin

Obrazek znazornuje hlavni a vedlejsi osy elipsy, jednotkové vektory ve sméru téchto os, spojnici testo-
vaného bodu se stfedem elipsy a vyznaceni vzdalenosti bodu od jednotlivych os elipsy.

Obrazek 4: Hlavni a vedlejsi osa elipsy a jednotkové vektory ve smérech téchto os. Testujeme, zda
koncovy bod vektoru u lezi uvnitf i vné elipsy.

Pro jednoduchost uvazujme, ze Ghel mezi vektory 4 a €] je ostry. Z definice skaldrniho soucinu a z faktu,
ze vektor €] je jednotkovym vektorem plyne

—

- € = |i]|er] cosp = |t|cosp = dy.
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Vzdalenost od vedlejsi osy je tedy mozno urcit pomoci skalarniho soucinu. Kolmy priimét vektoru do
primky se nazyva projekce a z obrazku je patrné, ze d; je vlastné délka projekce vektoru @ do sméru
urCeného vektorem €. V prfipadé, Ze by dhel mezi vektory u a €1 byl tupy, vychazi hodnota d; zaporna,
coz se vSak v testovacim kriteriu (1) neprojevi.

Analogicky, délka projekce vektoru @ do sméru definovaného vektorem &, je (az na pfipadné znaménko,
které se opét v testu (1) neprojevi) dana vztahem
d2 =1u- €9.

Poznamka. Poznamenejme, Ze vypocet skalarniho soucinu se provadi pomoci souradnic podle vzorce

U-U = uv1 + U,

kde @ = (u1,u2) a ¥ = (v1,v2). Tento vypolet je mozné realizovat v pocitadich velmi rychle a
pouzitim vhodnych programovacich technik (vektorizace) je mozné vypocet provést soucasné pro tisice
bodi Fadové stokrat rychleji nez pouzitim cyklu zaloZzeného na postupném testovani jednotlivych boda.

Poznamka. Jednotkovy vektor €1 ve sméru hlavni osy je mozné urcit bud jako podil vektoru ze stredu
do hlavniho vrcholu a délky tohoto vektoru, anebo pomoci Ghlu, ktery svird hlavni osa s osou x. Je-li
tento Ghel «, je jednotkovy vektor dan vztahem

—

1 = (cos a, sin ).

Jednotkovy vektor ve sméru vedlejsSi osy je na €1 kolmy. Je tedy mozné brat napriklad

L

5 = (—sina, cos a).

rd

Ukazka pouziti

Uloha. Elipsa ma hlavni osu o délce a = 3 a vedlejsi osu o délce b = 1,5. St¥ed elipsy je v polatku
a hlavni osa svird s vodorovnym smérem thel oo = 30°. Urcete, zda bod X = [1,6;1,6] lezi uvnitf Ci
vné elipsy. (Pouzité hodnoty jsou hodnotami z Obrazku 4. Bod X je koncovym bodem vektoru 4.)

Reseni. Jednotkovy vektor se sméru hlavni osy je & = (cos 30°,sin30°). Vektor i je dan soufadnicemi
bodu X, tj. @ = (1,6;1,6). Skalarni soucin je tedy

di=1-¢€ =1,6-cos30°+ 1,6-sin30° = 2,186.

Podobné, délka projekce do sméru vedlejsi osy dané vektorem é5 = (— sin 30°, cos 30°) je

dy=1i-& = —1,6-sin30° + 1,6 - cos 30° = 0,586.

Plati
2 4.
— + 2 =0,683 < 1.
a b
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Bod tedy lezi uvnitf elipsy. Situace je na nasledujicim obrazku.

Obrazek 5: Testovany bod lezi uvnitf elipsy.

Zaveér

V textu byly predstaveny zakladni kroky, na nichz je zaloZena rekonstrukce obrazu v akustickém tomo-
grafu. Jednim z dil¢ich Gkoli je ovéreni, zda zkoumany bod lezi uvnitf ¢i vné elipsy, kterd je v obecné
poloze a je zadana svymi poloosami. Pro toto ovéreni je vyhodné pouzit rovnici elipsy zalozenou nikoliv

na soutadnicich, ale na vzdalenostech od hlavni a vedlejsi osy. Tuto vzdalenost je mozné urcit pomoci
skalarniho soucinu vektord.
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