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Zdravotnicke stanoviste na bezeckom
preteku
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Predstavte si, ze pomahate organizovat velky bezecky pretek. Na trat sa chystaji desiatky pretekarov
a vasou ulohou je rozhodndt, kam umiestnit zdravotnicke stanoviste, aby bolo ¢o najviac ndpomocné.
Malo by byt blizko Startu? Alebo radsej niekde uprostred? A o ked je kontrolnych bodov na trati viac?
Kde bude to spravne miesto, odkial to bude vSade tak akurat daleko?

Mozno to znie jednoducho, ale ked sa nad tym zamyslite, zistite, Ze najst najlepsie mozné umiestnenie
nie je zas tak jednoduché. V nasledujlcich Glohach si takito situaciu rozoberieme. A kto vie, mozno
prave vdaka ndm dobehn( pretekar v poriadku do ciela.

Uloha 1. Na beeckej trati dlhej 45km sa nachadzaja tri kontrolné stanovistia a je potrebné na
nu umiestnit stanoviste zdravotnikov. Prvé kontrolné stanoviste je zriadené na 13. kilometri, druhé
na 26. kilometri a tretie na 37. kilometri. Pretoze ma byt zdravotné stanoviSte ¢o mozno najblizsie
kontrolnym stanovistiam, Startu i cielu, organizator behu ho chce zriadit tak, aby bol siicet vzdialenosti
od neho k uvedenym piatim lokacidm co najmensi.

Na ktorom kilometri trate ma organizator stanoviste zdravotnikov zriadit? Je to jedina lokacia, ktord
ma zvolit? Predpokladajme, Ze pretek konci inde ako zacal a Ze neexistuje kratSia cesta medzi stano-
vistami nez po pretekarskej trati.

Riesenie. Nech je zdravotnicke stanoviste na x-tom kilometri bezeckej trate. Vzdialenost od Startu je
potom rovnd x km, od prvého stanovista |« — 13| km, od druhého stanovista |z — 26| km, od tretieho
stanovista |z — 37| km a od ciela (45 — ) km. Chceme teda néjst miniméalnu hodnotu funkcie

f@) =z + |z — 13| + |z — 26| + |z — 37| + (45 —z) =
= |z — 13| + |z — 26| + |z — 37| + 45

na intervale (0;45).

Grafom funkcie f na tomto intervale je lomena Ciara zloZena zo Styroch na seba nadvazujlcich dsediek,
ktoré postupne spajaji body [0; 121], [13;82], [26;69], [37; 80] a [45; 104]. Druhé siradnice spominanych
bodov ziskame dosadenim prvych do predpisu funkcie f.
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Obr. 1: Graf funkcie f

Z tohto grafu je potom zrejmé, Ze najmensiu hodnotu mé funkcia f prave v bode x = 26, t. j. priamo
na druhom stanovisti. Tam (a nikde inde) by sa malo nachidzat stanoviste zdravotnikov.

Pozndmka. Ulohu mozno riedit aj inym spdsobom, bez funkcii a absolutnych hodnét. Znazornime trat
preteku GseCkou SC, na ktorej sii umiestnené body K7, Ky a Kj tak, aby ich poloha zodpovedala
polohe prvého, druhého a tretieho kontrolného stanovista na trati.
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Obr. 2: Rozmiestnenie bodov K7, Ko a K3 na lsecke SC

Nasou tlohou je na Gse¢ku SC umiestnit bod Z tak, aby bol sicet
|SZ| + | K1 Z| + |K2 Z| + |K3Z| + |CZ| (%)

¢o najmensi. Hodnotu tohoto sic¢tu budeme skiimat v zavislosti na tom, na ktorej z Gseciek SK;, K1 K3
a K3C bod Z lezi.

Ak plati Z € SK;, mozno upravit silet (x) nasledujicim spésobom:
45 |K1Z|+13  |K1Z|+24
—— —~ —~
|SZ|+ |CZ| +|K 1 Z|+ |K2Z| + |KsZ| =3-|K1Z|+ 82.
Pre Z € K7 K3 upravime skimany vyraz takto:

45 24

|SZ|+|CZ| + |K1Z|+ |K3Z| + |KoZ| = | K2 Z| + 69.

A napokon pre Z € K3C' upravujeme siicet (%) nasledovne:
45 |K3Z|+24  |KsZ|+11

—— —~ —~ =
5z + 102 + K. 2) + (Kol +|KsZ| =3 |K42] + 0.

Ak porovname vsetky tri vyjadrenia, je vidiet, Ze najmensiu hodnotu bude mat sicet (%) prave vtedy,
ked bude Z € K;K3 a navySe Z = K, (hodnota si¢tu bude v takom pripade 69). Preto musi byt
zdravotnicke stanoviste v mieste 2. kontrolného stanovista.
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Uloha 2. Ako sa zmen{ riedenie predchadzajicej dlohy, ak budi stanovistia $tyri, a to na 17., 30., 35. a
40. kilometri?

Riesenie. Podobne ako v rieSeni Glohy 1 zostavime predpis funkcie

gx)y=a+ |z =17+ |x — 30| + | — 35| + |x — 40| + 45 — x =
= |z — 17| + |z — 30| + |z — 35| + |z — 40| + 45,

ktorej grafom je lomena Ciara zlozend z piatich na seba nadvazujicich dseciek, ktoré postupne spajaji
body [0;167], [17;99], [30; 73], [35; 73], [40; 83] a [45;103].
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Obr. 3: Graf funkcie g

Z grafu je teraz vidiet, Ze svojej minimalnej hodnoty nadobdda funkcia g v lubovolnom bode intervalu
(30; 35). Zdravotnicke stanoviste tak moze byt kdekolvek medzi druhym a tretim kontrolnym stanovis-
tom.

Poznamka. Aj tito dlohu méZeme riesit podobne ako v druhom rieSeni predoslej tlohy. Na dsecku SC
umiestnime body K7, K5, K3, K, ako na obrazku.
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Obr. 4: Rozmiestnenie bodov K7, Ko a K3 na tsecke SC

Teraz budeme skiimat hodnotu st¢tu |SZ| + | K1 Z| + | K2 Z| + |K3Z| + | K4 Z| + |CZ| v zévislosti na
tom, na ktorej z piatich Casti tsecky SC bod Z lezi.

Podrobne riesit dlohu tymto spésobom nebudeme, zmienime vSak aspon pripad Z € K5 K3, pre ktory
mozeme skiimany sucet upravit na

45 23 5

|SZ|+ |CZ| + |K 1 Z| + |KyZ| + | K2 Z| + |K3Z| = 73.

Ide tak vidiet, ze pre [ubovolny bod Z € K5 K3 ma sicet rovnaki hodnotu.

Ulohu mézeme aj zovSeobecnit.
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Uloha 3. Na pretekarskej trati je rozmiestnenych n réznych stanovidt. Kde médme umiestnit zdravotné
stanoviste tak, aby sicet vzdialenosti zdravotného stanovista od vsetkych kontrolnych stanovist, od
Startu a od ciefa bol ¢o najmensi?

Riesenie. Nech sa zdravotnicke stanoviste nachadza na x-tom kilometri trate dlhej dkm a kontrolné
stanoviStia sa nachadzajdi postupne na xi-tom, zo-tom,... , x,-tom kilometri trate. Plati pritom iste
O<ai <2< ...2p <.

Funkcia f, ktorej minimum teraz budeme na intervale (0;d) hladat, ma predpis tvaru
fl@)=z+|z—ai|+ |z —z2|+...+ |z —2p]|+(d—2z) =
=lz—ai|+ |z —z2|+ ...+ |z — 2] +d.

Vyjadrime teraz tato funkciu v jednotlivych intervaloch (0;x1), (x1;22), ..., (Tp_1;2n), (zn;d) tak,
aby sa v jej predpise nevyskytovali vyrazy s absolutnymi hodnotami. V tabulke st v tychto intervaloch
vyjadrené jednotlivé vyrazy s absolutnymi hodnotami a v jej poslednom riadku je vyjadrena cela funkcia

f(z)
(0;21) (z1572) (x5 73) (Tn-1;75) (Tn;d)
| — 21 T — T —x T — 2 T — T T —x
|z — a2 To — T To — T — To T — To T — 2o
|z — 3] T3 — T T3 — T T3 — T T — 23 T — T3
| — 2p_1| Tp1—T Tp1—2 Tpo1 — T — Tp_1 T — Tp1
| — 2] Ty — T Ty — T Ty — T T, — T T — Ty
flx) —nzx+ky —(n-— —(n— (n—2)x+ nx + ky,
2)1‘ + Kk 4)£L' + ko kn_1

Pre konstanty k; v poslednom riadku plati

ko=x1+20+...+2,+d
ki=—-x1+x2+...+z,+d

kr

-1 — X2 —...— Ty +d.

Sustredme sa teraz na smernice priamok, ktoré tvoria grafy ziskanych linedrnych funkcii. VSimnime si,
ze kazda nasledujlca smernica je o 2 vacsia nez predchadzajica. Ulohu budeme riesit osobitne pre n
neparne a n parne.

Pre neparne n to znamend, zZe Ziadna z tychto smernic nie je nulova. Oznaéime-li m = ”T'H v intervale
$(x_{m — 1};z_{m}) Smtotigraf funkciesmernicu—1 a v nasledujicom intervale $(z_{m};z_{m + 1}) $mgra f sma
je cela funkcia f naintervale (0; z,,) klesajica (pretoze smernice vSetkych dielCich funkcii st tu zdporné)
a na intervale (x,,,; d) zase rastiica (pretoze si tieto smernice kladné). Odtial dostavame, Ze v bode ,,
musi byt minimum funkcie f, a preto pre neparne n musi byt zdravotnicke stanoviSte na ”T“—tom

stanovisti.

Pre parne n je jedna zo smernic nulova, a to smernica grafu dieléej funkcie na intervale ${z_{p};2_{p + 1}) $, kdep =
5. Naintervale (0; z,,) je tak cela funkcia f klesajiica, na intervale $(z_{p}; z_{p + 1}) $Skontantnanaintervale$ (x_{p-
v lubovolnom bode intervalu ${(z_{p}; x_{p + 1}) $.Preprnen preto mézeme zdravotnicke stanoviste

postavit kdekolvek medzi $nm—tym stanovistom.
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