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Stacja medyczna na zawodach biego-
wych
Keywords: funkcje, funkcja liniowa, wartos¢ bezwzgledna, optymalizacja

Wyobraz sobie, ze pomagasz w organizacji duzego wyscigu biegowego. Dziesiagtki biegaczy wkrétce
wyrusza na trase, a Twoim zadaniem jest zdecydowaé, gdzie umieséci¢ punkt medyczny, aby byt jak
najbardziej pomocny. Czy powinien znajdowac¢ sie blisko linii startu? A moze gdzie$ posrodku? A co jesli
na trasie jest kilka punktéw kontrolnych? Gdzie jest najlepsze miejsce, z ktérego wszystko jest mniej
wiecej w tej samej odlegtosci?

Na poczatku moze sie to wydawac proste, ale kiedy zastanowisz sie nad tym doktadniej, zdasz sobie
sprawe, ze znalezienie najlepszej mozliwej lokalizacji wcale nie jest takie proste. W kolejnych ¢wiczeniach
przeanalizujemy tego typu sytuacje. | kto wie - moze dzieki nam jaki$ biegacz bezpiecznie dotrze do
mety.

Zadanie 1. Na trasie wyscigu o dtugosci 45km$ znajduja sie trzy punkty kontrolne, a gdzie$ na trasie
nalezy umiesci¢ punkt medyczny. Pierwszy punkt kontrolny znajduje sie na 13. kilometrze, drugi na 26.
kilometrze, a trzeci na 37. kilometrze. Poniewaz stacja medyczna powinna znajdowac sie jak najblizej
punktéw kontrolnych, startu i mety, organizator wyscigu chce umiesci¢ ja tak, aby suma odlegtosci
od stacji medycznej do tych pieciu lokalizacji byta jak najmniejsza.

Na ktérym kilometrze powinna znajdowac sie stacja medyczna? Czy jest to jedyna mozliwa lokalizacja,
ktora powinien wybrac organizator? Zatézmy, ze wyscig konczy sie w innym miejscu niz zaczyna i ze
nie ma krétszej drogi miedzy punktami niz wzdtuz samej trasy wyscigu.

Rozwiazanie. Niech punkt medyczny znajduje sie na z-tym kilometrze wyscigu. Wtedy odlegtos¢ od startu
wynosi 2 km, od pierwszego punktu kontrolnego wynosi |z — 13| km, od drugiego punktu kontrolnego
|z — 26| km, od trzeciego punktu kontrolnego |x — 37|km, a od mety (45 — x) km. Chcemy znalezé
minimalng warto$¢ funkcji

flx) =z + |z — 13|+ |z — 26| + |z — 37| + (45 — z) =
= |z — 13| + |& — 26| + |& — 37| + 45

w przedziale (0;45).

Wykresem funkcji f na tym przedziale jest fragmentaryczna krzywa liniowa zfozona z czterech kolejnych
odcinkéw taczacych punkty [0;121], [13;82], [26;69], [37;80] a [45;104]. Drugie wspétrzedne tych
punktéw uzyskuje sie przez podstawienie pierwszej wspétrzednej do funkcji f.
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Rysunek 1: Wykres funkcji f

Z tego wykresu jasno wynika, ze funkcja f osigga swoja minimalng warto$¢ przy x = 26, czyli doktadnie
w drugim punkcie kontrolnym. Jest to jedyne miejsce, w ktdrym powinna znajdowac sie stacja medyczna.

Uwaga. Cwiczenie to mozna réwniez rozwigzaé bez uzycia funkcji i wartoéci bezwzglednych. Przedstawmy
trase wyscigu jako odcinek linii SC', na ktérym zaznaczono punkty K, Ky i K3 tak, aby ich pozycje
odpowiadaty pierwszemu, drugiemu i trzeciemu punktowi kontrolnemu na trasie.
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Rysunek 2: Rozmieszczenie punktéw K;, K5 i K3 na odcinku SC

Naszym zadaniem jest umieszczenie punktu Z gdzie$ na odcinku SC' tak, aby catkowita suma
1SZ| + |[K1 Z| + | Ko Z| + | KsZ| + |CZ] (*)
jest tak mata, jak to tylko mozliwe. Zbadamy warto$¢ tej sumy w zaleznosci od tego, czy punkt Z lezy
na jednym z odcinkéw SKi, K1 K3 a K3C czy Z.
Jedli Z inSK;, sume (%) mozna uprosci¢ w nastepujacy sposéb:
45 |K1Z|+13  |K1Z|+24
—— —~ —~
|SZ|+|CZ| + |K1Z|+ |K2Z| + |K3Z| =3-|K1Z]+ 82.
Dla Z wK; K3, suma staje sie:
45 24

|SZ| +|CZ| + |K1Z| + |K3Z| + |K2Z| = | Ko Z| + 69.

Wreszcie, dla Z inK3C, mozemy przepisaé sume (%) jako:
45 |KsZ|+24  |K3Z|+11

—— —~ —~
5z + 102 + [K.2) + [KoZ] +|KsZ| =3 |Ks2] + 0.

Poréwnujac wszystkie trzy wyrazenia, widzimy, ze suma (%) osiaga minimum, gdy Z € K; K3, a do-
ktadniej, gdy Z = K5 (wtedy wartos¢ sumy wynosi 69). Dlatego stacja medyczna powinna znajdowaé
sie w drugim punkcie kontrolnym.
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Zadanie 2. Jak zmienia sie rozwigzanie poprzedniego zadania, jesli istnieja cztery punkty kontrolne
zlokalizowane na 17, 30, 35 i 40 kilometrze?

Rozwigzanie. Podobnie jak w rozwiazaniu ¢wiczenia 1, definiujemy funkcje
glx)y=x+ |z —17|+ |z — 30| + | — 35| + |x — 40| + 45 — 2 =
= |z — 17| + |z — 30| + | — 35| + |z — 40| + 45,

ktérej wykresem jest krzywa liniowa ztoZzona z pieciu potaczonych odcinkéw, taczacych kolejno punkty
[0;167], [17;99], [30; 73], [35; 73], [40;83] i [45;103].
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Rysunek 3: Wykres funkcji g

Z wykresu widaé, ze funkcja g osiaga warto$¢ minimalng w dowolnym punkcie przedziatu (30;35).
Dlatego stacja medyczna moze znajdowac sie w dowolnym miejscu miedzy drugim a trzecim punktem
kontrolnym.

Uwaga. Problem ten mozna réwniez rozwigza¢ w podobny sposéb, jak w przypadku drugiego rozwigzania
poprzedniego ¢éwiczenia. Umieszczamy punkty K7, Ko, K3 i K4 wzdtuz odcinka SC, jak pokazano na
ponizszym rysunku.
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Rysunek 4: Rozmieszczenie punktéw K, K5 i K3 na odcinku SC'

Rozwazymy teraz warto$¢ sumy |SZ| + |K1Z| + | K2 Z| + | K3 Z| + | K4 Z| 4+ |CZ| w zaleznosci od tego,
na ktorej z pieciu czesci odcinka SC' lezy punkt Z.

Nie rozwigzemy catego problemu przy uzyciu tej metody, ale rozwazymy przynajmniej przypadek, w
ktérym Z € Ko Ks. W tym przypadku suma catkowita wynosi

45 23 5

|SZ|+ |CZ| + |K 1 Z| + |KyZ| + |K2Z| + |K3Z| = 73.

Jak wida¢, dla dowolnego punktu Z € Ky K3 suma catkowita pozostaje taka sama.

Problem ten mozna réwniez uogdlnié.
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Zadanie 3. Na trasie wyscigu znajduje sie n réznych punktéw kontrolnych. Gdzie powinien znajdowaé
sie punkt medyczny, aby suma jego odlegtosci od wszystkich punktéw kontrolnych, startu i mety byta
jak najmniejsza?

Rozwigzanie. Niech punkt medyczny znajduje sie na x-tym kilometrze trasy o dtugosci d km, a punkty
kontrolne na xi-tym, xo-tym, ..., x,-tym kilometrze trasy. Zaktadamy, ze 0 < 1 < x5 < ...z, < d.

Funkcja f, ktérej minimum szukamy teraz w przedziale (0; d), jest okreslona przez
fl@)=z+|z—ai|+ |z —z|+ ...+ |z —2p]|+(d—2z) =
=lz—z|+ |z —22| + ...+ |z — 2| + d.
Teraz wyrazimy te funkcje na poszczegdlnych przedziatach (0;x1), (x1;x2), ..., (Xp_1;2n), (Tn;d)
tak, aby wyrazenia z warto$ciami bezwzglednymi nie pojawiaty sie juz w definicji funkcji. W ponizsze;j

tabeli kazdy termin z wartoscig bezwzgledng zostat przepisany dla odpowiednich przedziatéw, a ostatni
wiersz przedstawia petne wyrazenie funkcji f(x).

(0;21) (z1;22) (x2;23) e (Tn—1;2n) (Tn; d)
|z — 1] T — T T — T T — T T — T T — T
|z — xo] To — T To — T T — To T — Xy T — To
|z — x3] T3 — T T3 — T T3 — T T — 23 T — T3
|z — 2p_1| Tyl —T Tyl —T Tpo1 — T T — Tp1 T — Tp_1
| — x| Ty — T Ty — T Ty — T Ty — T — T,
f(x) —-nx+ky —(n-— —(n— (n—2)x+ nx + ky

2).73 + k1 4)$ + ko kn_1

Dla statych k; w ostatnim wierszu mamy:

ko=x1+xo+...+2,+d
ki=—-x1+x2+...+z,+d

ky,=-x1—22—...—x, +d.

Skupmy sie teraz na nachyleniach odcinkdéw linii tworzacych wykres funkgcji liniowej fragmentaryczne;
f(z). Zauwazmy, ze kazde nachylenie wzrasta o 2 w stosunku do poprzedniego. Teraz rozwiazemy
¢wiczenie oddzielnie dla nieparzystych i parzystych wartosci n.

Dla nieparzystych wartosci n, zadne z nachyled odcinkéw liniowych nie jest réwne zero. Oznaczmy
m = 2L Na przedziale $(z_{m — 1};2_{m}) $nachyleniewykresu funkcjiwynosi — 1, a na na-
stepujacym przedziale ${z_{m}; x_{m + 1}) $, nachyleniewynosil.Oznaczatorwnie, ecaa funkcjaf
jest malejaca na przedziale (0; x,,,) (poniewaz wszystkie nachylenia segmentéw s3 tam ujemne) i rosnaca
na przedziale (z,,; d) (poniewaz wszystkie nachylenia w tej czesci s3 dodatnie). Wynika z tego, ze funk-
cja f osiaga swoje minimum w punkcie x,,, a zatem, dla nieparzystych n, stacja medyczna musi by¢

umieszczona w ”;Ltym punkcie kontrolnym.

Dla parzystych wartosci n, jedno z nachylen jest réwne zeru - konkretnie, nachylenie fragmentu wykresu

na przedziale $(z_{p};z_{p + 1}) 8, gdziep = %. Na przedziale (0; z,,) funkcja f jest malejaca; na prze-
dziale ${z_{p}; x_{p + 1}) $jeststaa; inaprzedziale$ (x_{p + 1}; d) $jestrosnca. Zatem funkcjaf osiaga
warto$¢ minimalng w kazdym punkcie przedziatu ${(z_{p};x_{p + 1}) $.Takwic, dlanawetn, stacja
medyczna moze by¢ umieszczona w dowolnym miejscu pomiedzy 5-tym i (% + 1)-tym punktem kontro-
Inym.
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