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Zdravotnické stanovisté na bézeckém
zavode
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Predstavte si, ze pomahate organizovat velky bézecky zavod. Na trat se chystaji desitky zavodniki a
vasim tkolem je rozhodnout, kam umistit zdravotnické stanovisté, aby bylo co nejvice ndpomocné. Mélo
by byt blizko startu? Nebo radgji nékde uprostied? A co kdyz je kontrolnich bod{ na trati vic? Kde bude
to spravné misto, odkud to bude vSude tak akorat daleko?

Mozna to zni jednoduse, ale kdyz se nad tim zamyslite, tak zjistite, Ze najit nejlepSi mozné umisténi
neni zas tak snadné. V nasledujicich Glohach si takovou situaci rozebereme. A kdo vi, tfeba pravé diky
nam dobéhne zavodnik v poradku do cile.

Uloha 1. Na b&%ecké trase dlouhé 45 km se nachazi t¥i kontrolni stanoviété a je t¥eba na ni umistit
stanovisté zdravotnik(. Prvni kontroln{ stanovisté je zfizeno na 13. kilometru, druhé na 26. kilometru a
treti na 37. kilometru. Protoze ma byt zdravotni stanovisté co mozna nejblize kontrolnim stanovistim,
startu i cili, organizator béhu jej chce zfidit tak, aby byl soucet vzdalenosti od néj k uvedenym péti
lokacim co nejmensi.

Na kterém kilometru trasy ma organizator stanovisté zdravotnikd z¥idit? Je to jedina lokace, kterou
ma zvolit? Predpokladejme, ze zavod kondi jinde nez zacal a Ze neexistuje kratsi cesta mezi stanovisti
nez po zavodni trase.

Reseni. Necht je zdravotnické stanovi$té na z-tém kilometru b&zecké trasy. Vzdalenost od startu je
potom rovna x km, od prvniho stanovisté |x — 13| km, od druhého stanovisté |x — 26| km, od tFetiho
stanovisté |x — 37/ km a od cile (45 — ) km. Chceme tedy najit minimalni hodnotu funkce

f(@)=z+ |z — 13|+ |z — 26| + [z — 37| + (45 —2) =
= |z — 13| + |z — 26| + |x — 37| + 45

na intervalu (0;45).

Grafem funkce f na tomto intervalu je lomend Cara sloZena ze Ctyf na sebe navazujicich Gsecek, které
postupné spojuji body [0;121], [13;82], [26; 69], [37;80] a [45; 104]. Druhé soutadnice zminénych bodii
ziskdme dosazenim prvnich do predpisu funkce f.
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Obrazek 1: Graf funkce f

Z tohoto grafu je pak zfejmé, Ze nejmensi hodnotu méa funkce f pravé v bodé x = 26, tj. pfimo na
druhém stanovisti. Tam (a nikde jinde) by se mélo nachazet stanovi$té zdravotnik.

Poznamka. Ulohu lze ¥eit i jinym zplisobem, bez funkci a absolutnich hodnot. Znézornéme trasu zavodu
GseCkou SC, na které jsou umistény body K1, Ko a K3 tak, aby jejich poloha odpovidala poloze prvniho,
druhého a tretiho kontrolniho stanovisté na trase.
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Obrazek 2: Rozmisténi bodi K7, K9 a K3 na useéce SC

Nasim dkolem je na GseCku SC umistit bod Z tak, aby byl soucet
|SZ| + | K1 Z| + | K2 Z| + |K3Z| + |CZ| (*)

co nejmensi. Hodnotu tohotu souctu budeme zkoumat v zavislosti na tom, na které z GseCek SKj,
K1K3 a K3C bod Z lezi.

Jestlize plati Z € SK7, |ze upravit soucet (%) nasledujicim zplisobem:
45 |Ki1Z|+13  |K1Z|+24
—— —~ —~
|SZ|+|CZ| + |K1Z|+ |K2Z| + |K3Z| =3-|K1Z|+ 82.
Pro Z € K1 K3 upravime zkoumany vyraz takto:

45 24

|SZ|+ |CZ| + |K1Z|+ |K3Z| + |K2Z| = | K2 Z| + 69.

A koneéné pro Z € K3C' upravujeme soulet (%) nasledovné:
45 |KsZ|+24  |K3Z|+11

|SZ|+|CZ| + |K1Z| + |K2Z| +|K3Z|=3-|K3Z|+ 0.

Porovname-li vSechna tfi vyjadfeni, je vidét, ze nejmensi hodnotu bude mit soudet (x) pravé tehdy,
bude-li Z € K; K3 a navic Z = K» (hodnota souctu bude v takovém ptipadé 69). Proto musi byt
zdravotnické stanovisté v misté 2. kontrolniho stanovisté.
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Uloha 2. Jak se Feeni predchozi Glohy zméni, jestlize budou stanovidté Ety¥i, a to na 17., 30., 35. a
40. kilometru?

Reseni. Podobné jako v YeSeni tlohy 1 sestavime predpis funkce

gx)=x+ |z =17+ |x — 30| + |z — 35| + |x — 40| + 45 — 2 =
= |z — 17) + |z — 30| + |z — 35| + |z — 40| + 45,

jejimz grafem je lomend Cara sloZzend z péti na sebe navazujicich Gsecek, které postupné spojuji body
[0;167], [17;99], [30; 73], [35; 73], [40;83] a [45;103].
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Obrazek 3: Graf funkce g

Z grafu je nyni vidét, Ze své minimalni hodnoty nabyva funkce g v libovolném bodé intervalu (30;35).
Zdravotnické stanovisté tak mize byt kdekoliv mezi druhym a tfetim kontrolnim stanovistém.

Pozndmka. | tuto Glohu mizeme fesit podobné jako ve druhém FeSeni pfedeslé tlohy. Na dsecku SC
umistime body K7, Ko, K3, K4 jako na obrazku.
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Obrazek 4: Rozmisténi bodii K1, K9 a K3 na Gseéce SC

Nyni budeme zkoumat hodnotu souctu |SZ| + |K1Z| + | K2 Z| + |K3Z| + | K4 Z| + |CZ| v zévislosti na
tom, na které z péti ¢asti Gsecky SC' bod Z lezi.

Podrobné fesit Glohu timto zplisobem nebudeme, zminime vsak alespon ptipad Z € Ky K3, pro ktery
mizeme zkoumany soucet upravit na

45 23 5
|SZ|+|CZ| + |K1Z| + |KaZ| + |K2Z| + | K3Z| = T3.

Jde tak vidét, ze pro libovolny bod Z € K5 K3 ma soulet stejnou hodnotu.

Ulohu mizeme i zobecnit.
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Uloha 3. Na zavodni trati je rozmisténo n riiznych stanovist. Kde mame umistit zdravotni stanovisté
tak, aby soucet vzdalenosti zdravotniho stanovisté od vSech kontrolnich stanovist, od startu a od cile
byl co nejmensi?

Reseni. Necht se zdravotnické stanovi$té nachazi na z-tém kilometru trasy dlouhé dkm a kontroln{
stanovisté se nachazi postupné na xi-tém, xo-tém,... , x,-tém kilometru trasy. Plati pritom jisté 0 <
T < Ta < ...T, <d.

Funkce f, jejiz minimum nyni budeme na intervalu (0;d) hledat, m4 predpis tvaru
f@=x+lz—z|+|lz—x2|+...+ |z —xp| + (d—2z) =
= |z — 21|+ 2 — 22| + ... + | — 2| + d.
Vyjadfeme nyni tuto funkci v jednotlivych intervalech (0;x1), (x1;x2), ..., (Tp—1;%s), (x,;d) tak, aby

se v jejim predpisu nevyskytovaly vyrazy s absolutnimi hodnotami. V tabulce jsou v téchto intervalech
vyjadfeny jednotlivé vyrazy s absolutnimi hodnotach a v jejim poslednim fadku je vyjadrena celd funkce

f(z)

(0;21) (z1572) (x5 73) (Tn—1;2n) (Tn;d)
|x — 1] T — T — 1 T — T — T T -1
|z — a2 To — X To — T — To T — To T — 29
| — 3] T3 — T T3 — T T3 — T T — 23 T — T3
|3j - -rn—1| Tp—1—T Tpn-1—T Tp—1 — T s T — Tp-1 T —Tpn-1
|z — 2] Ty — T Ty — T Ty — T Ty, — T T — Ty
fx) —nzx+ky —(n-— —(n— (n—2)x+ nx + ki,

2)$ + Kk 4)£L' + ko kn_1

Pro konstanty k; v poslednim Fadku plati

ko=x1+x2+ ...+, +d
k1:71'1+$2+...+1'n+d

kp=-x1—T9—...—x,+d.

Soustfedme se nyni na smérnice pfimek, které tvori grafy ziskanych linedrnich funkci. VSimnéme si, Ze
kazda nasledujici smérnice je o 2 vétsi nez predchozi. Ulohu budeme Fesit zvlast pro n liché a n sudé.

Pro lichd n to znamen3, Ze zZ4dna z téchto smérnic neni nulovd. Oznaéime-li m = ”TH v intervalu

${(x_{m — 1};z_{m}) Smtotigraf funkcesmrnici—1 a v nasledujicim intervalu $(z_{m}; z_{m + 1}) Smgrafsmrnic
je celd funkce f na intervalu (0; x,,) klesajici (protoZe smérnice viech diléich funkei jsou tu zaporné) a
na intervalu {x,,; d) zase rostouci (protoze jsou tyto smérnice kladné). Odtud dostdvame, Ze v bodé x,,
musi byt minimum funkce f, a proto pro licha n musi byt zdravotnické stanovisté na ”T“—tém stanovisti.

Pro sudd n je jedna ze smérnic nulov4, a to smérnice grafu dil&f funkce na intervalu ${(z_{p};z_{p+ 1})$, kdep =
5. Naintervalu (0; z,,) je tak cela funkce f klesajici, naintervalu $(z_{p}; z_{p + 1}) $Skonstantnanaintervalu$ (x_{p -
v libovolném bodu intervalu $(z_{p};x_{p+ 1})$.Prosudn proto mizeme zdravotnické stanovisté

postavit kdekoli mezi $nm—t§/m stanovistém.
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