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V praxi sa Casto stretdvame s tym, ze hodnotami jednej veli¢iny si dané hodnoty druhej veliiny a
zo sady nameranych alebo Statisticky ziskanych dat uréujeme matematicky model udavajici funkénd
zavislost medzi oboma velicinami. Ako priklad mézeme uvazovat data udavajiice vysku a hmotnost
americkych Zien vo veku medzi 30 a 39 rokov (zdroj https://en.wikipedia.org/wiki/Simple_
linear_regression, 12.4.2024, pre stru¢nost je pouZita len polovica dat).

vyska/m 1,47 1,52 1,57 163 168 1,73 1,78 183
hmotnost/kg 52,21 54,48 57,20 59,93 63,11 66,28 69,92 74,46

Data st vykreslené na obrazku vlavo. Z obrazka je zrejmé, Ze s rastlcou vyskou rastie aj hmotnost.
V takom pripade je mozné najst matematicky model, ktory udava hmotnost ako funkciu vysky. Taky
matematicky model je znazorneny farebne na obrazku vpravo. Jednd sa o model, ktory umozni pre
zadani vysku Zeny predpovedat jej hmotnost.
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Obr. 1: Vliavo si vykreslené data ako zavisi hmotnost americkych Zien (woman mass) na ich vyske
(woman height). Vpravo sii data doplnené regresnou priamkou reprezentujicou matematicky model
funkcnej zavislosti medzi vyskou a hmotnostou.

Popisana dloha sa nazyva linedrna regresia.

Lineadrna regresia je jednou zo zakladnych metéd strojového ucenia, ked v datach odhalime istd funkni
zavislost. Tuto potom moézeme pouzit k tomu, aby sme davali predikcie funkénych hodnét pre data,
ktoré sa v zadanom stbore nevyskytuja.
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V nasledujicom si ukdzeme, ako linedrna regresia suvisi s linedrnou kombinaciou vektorov, a ako je
mozné regresnil priamku najst pomocou operacii s vektormi. Budeme postupovat po malych krokoch:

= Najprv si pripomenieme, ako sa riesia tlohy na zapis vektora ako linedrna kombinacia zadanych
vektorov.

= Potom sa pozrieme, ako je mozné predchadzajlcu Ulohu ulahéit, ak je niektory z vektorov kolmy
k ostatnym.

= Ukazeme, ako je mozné najst priblizné rieSenie Glohy v pripade, Ze presné rieSenie neexistuje.

= Na zaver vyuzijeme predchadzajicich poznatkov na vyrieSenie Glohy linedrnej regresie, t. j. zo zada-
nych dat zostavime matematicky model odhalujici trend v tychto datach a umoznujici predikovat
funkéné hodnoty aj pre hodnoty, ktoré sa v datovom siibore nevyskytuji.

Linearna kombinacia vektorov

Uloha 1. ZapiSte vektor & = (1> ako linedrnu kombinaciu vektorov @ = (;) ab= <3)

2 1
Riesenie. Zapisat vektor ¢ ako kombinaciu vektorov a a b znamens najst Cisla t1 a to také, ze
4@+ tob =G

Po rozpisani do suradnic vidime, ze tato Gloha vedie na sistavu rovnic

2ty + 3ty =1,
2t1 +to = 2.
Téato sistava ma jediné rieSenie t; = g aty= —%.
1
Uloha 2. Napiste vektor = | 2 | ako linedrnu kombinaciu vektorov
1
2 3 3
= \(2], td=[(1], u3=|[-1
1 2 —4

Riesenie. Podobne ako v predchadzajicej tlohe hladdme Cisla t1, to a t3 také, ze
t1tl1 + totls + tstis = 0. (1)
Po dosadeni a rozpisani do stradnic dostavame slstavu troch rovnic o troch nezndmych

2ty + 3ty + 3t3 = 1,
2y +ty —t3 =2, (2)
t1 + 2ty — 4tz = 1.

Riesenie takej slistavy je uz pomerne neprijemné. Pomocou scitacej alebo dosadzovacej metédy by sme

mohli ale zistit, Ze
14 7 3

f = = fy= ——  fg=
T L 26 26
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Linearna kombinacia s vyuzitim skalarneho siucinu

Ak je aspon jeden zo zadanych vektorov kolmy k zvy$Snym vektorom, mézeme Sikovnym trikom ziskat
jednoduchsiu sdstavu rovnic.

Vratme sa k predchadzajiicej dlohe. Mdzeme si vSimn(t, ze vektor i3 je kolmy k vektorom @y a . Tym
padom je aj kolmy k rovine definovanej tymito vektormi. Tuto skutocnost lahko ukazeme vypoctom

skalarnych sicinov
U U3 =2-3+2-(-1)+1-(-4)=0

Uy U3 =3-3+1-(=1)+2-(—4)=0.
Vdaka tejto vlastnosti sa oplati rovnicu (1) vynasobit skaldrne po rade vektormi iy az @3. Tym dostavame

nasledujlce tri rovnice.

tl(ﬁl . ’Jl) +t2(ﬂ2 . 7._[1) —+ tg('l._l:3 . 17:1) = 7._1:1
t1(th - Ua) + to(ts - Ug) + t3(Us - Ua) = W - Ua
t1(th - Us) + to(ts - Us) + t3(Us - Us) = W - Us

Vypocétom skalarnych sti¢inov dostdvame sistavu, ktord je neporovnatelne jednoduchsia nez sistava (2).

9t1 + 10t =7
10ty + 14to =7
26t3 = —3

Z poslednej rovnice vidime priamo jednu z nezndmych a dve prvé rovnice tvoria ststavu dvoch rovnic

o dvoch neznamych t; a ts.

Linearna kombinacia a nekonzistentné sustavy rovnic

Pripomenme, Ze za nekonzistentn(i oznacujeme také sistavy linedrnych rovnic, ktoré nemaji riesenie.

Nasu dlohu o néjdeni vyjadrenia vektora ako linedrna kombinacia danych vektorov modifikujeme. Jeden
z vektorov, s ktorymi pracujeme, vynechdme. Tym sa stane tloha v klasickom zmysle neriesitelnou.

1
Uloha 3. Napidte vektor @ = | 2 | ako linedrnu kombinéciu vektorov
1
2 3
U= \2], u= |1
1 2
Riesenie. Musime ndjst Cisla t1, to také, Ze platf
t1i1 + totis = .
Rozpisanim v siradniciach dostaneme sistavu
2ty + 3ty =1,
2ty + ty = 2a
t1+ 2t = 1.
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Je jednoduché sa presveddit, Ze tato sistava je nekonzistentnd a nema rieSenie. Naozaj, stistavu zlozenl
z prvych dvoch rovnic sme vyrieSili v Gvode (t1 = 2 a t, = —1) a posledn4 rovnica je s touto volbou

v rozpore (2 +2-(—3) #1).

RieSenie nekonzistentnej siistavy rovnic

Podme teraz rozumnym zplisobom zovSeobecnit pojem rieSenia. Nebudeme hladat hodnoty nezndmych,
pre ktoré su si lavé a pravé strany rovné. Namiesto toho budeme hladat aspon také hodnoty neznamych,
pre ktoré sa lavé a pravé strany ¢o najmenej lisia.

Riesenim nekonzistentnej stistavy rovnic budeme rozumiet taku volbu hodnét neznamych, pre ktort je
dizka vektora vyjadrujiiceho rozdiel lavych a pravych stran sistavy minimalna.

Na obrazku si vysvetlime, ¢o dana sistava vyjadruje a ako je mozné si predstavit jej rieSenie vo vyssSie
uvedenom oslabenom zmysle.

Obr. 2: Vektory 7 a iy definuji rovinu, v ktorej nelezi vektor . Preto vektor w0 nie je mozné zapisat
ako linedrnu kombinaciu vektorov uq a us. Je vSak mozné ako linedrnu kombinéciu zadanych vektorov
zapisat kolmy priemet wy vektora w do uvazovanej roviny. Vektor Wy je zo vsetkych vektorov, ktoré je
mozné zapisat ako linedrnu kombinaciu vektorov i, a s, najblizsie vektoru w. Kvantitativne kritérium
pre tiito vlastnost je dizka vektora & Skuto¢nost, e zo vietkych vektorov roviny je k vektoru i najblizsie
vektor Wy plynie z kolmosti vektora & k rovine uréenej vektormi iy a 5.

Snazime sa pomocou linedrnej kombinacie vektorov iy a s vyjadrit vektor w, ktory ale nelezi v rovine
definovanej tymito vektormi. Taka dloha nema rieSenie. Budeme sa preto snazit najst aspon taku linearnu
kombinaciu, ktord sa od vektora w li$i ¢o najmene;j.

Tato kombinéacia je dana vektorom y, pricom rozdiel medzi w a W, je zndzorneny vektorom €. Snazime
sa o to, aby dlzka vektora £ bola ¢o najmensia.

Z nazorného pohladu a geometrickych vlastnosti je jednoduché nahliadnut, Ze toto nastane v pripade,
ked je vektor £ kolmy k rovine urCenej vektormi i1 a tiz. Tym sa dostdvame do rovnakej situacie, ako pri
alternativnom rieSeni tretej Glohy. Tam sme tiez videli trik, ako néjst koeficienty pri vektoroch iy a s
bez rieSenia plnej sistavy rovnic: vynasobili sme sdstavu skaldrne vektormi 4, a us. Dokonca k tomuto
vypoctu ani nemusime poznat vektor €.

Pretoze dlzka vektora £ sa vyjadruje pomocou druhych mocnin siradnic tohto vektora, ma metdda
nazov metéda najmensich stvorcov.

Cely postup si ukdzeme na nasledujicom priklade.
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Uvazujme data z nasledujlcej tabulky.

Hladdme priamku y = ax + b, ktorad o najlepsie vystihuje trend v tomto stbore a bola by vhodnym ma-
tematickym modelom pre tieto data. Dosadenim kazdého z troch bodov do rovnice priamky dostadvame
ststavu troch rovnic o dvoch neznamych.

2a+b=1
3a+b=5
4a+b="T7

To je Gloha s nekonzistentnou ststavou rovnic (tzv. preuréenou siistavou), ktord nema rieSenie v klasic-
kom zmysle slova. Vektorovy tvar tejto sistavy je nasledujici.

2 1 1
al3]|+0|1| =15
4 1 7
2 1
Po vynasobeni po rade vektormi | 3| a | 1 | dostdvame sistavu dvoch rovnic.
4 1
29a + 9b = 45
9a+3b=13
Riesenie tejto sustavy jea =3 a b= —%. Regresnym modelom pre zadané data je teda priamka
14
=3r - —.
Y T3

Graf obsahujuci uvedené data a regresnid priamku je na obrazku.
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Obr. 3: Tri body neleziace na jednej priamke a priamka, ktora je regresnym modelom pre zadan( trojicu
bodov.
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Regresia pre vacsie datové subory

Postup uvedeny v predchadzajicom texte pre tri body je mozné zovseobecnit na [ubovolny pocet bodov.
Nie je neobvyklé pracovat s datovym siborom obsahujiicim stovky bodov.

Je-li vektor X vektorom obsahujticim hodnoty nezavislej premennej’ a Y vektor obsahujtici hodnoty
zavislej premennej, budeme uvaZovat model?

Y =aX +0.
Koeficienty a a b uréime tak, ze tdto rovnicu prepiSeme na vektorovi rovnicu
Y =aX + bi,

kde T je vektor zostaveny z jednotiek. Tdto rovnicu vynasobime skalarne vektorom X a vektorom 1.
Dostavame tak ststavu

FHE T = X7
° 3)
1Y

Pre viac nez tri body takto pracujeme s vektormi vacsej dimenzie nez tri. V doésledku toho prichaddzame
o nazorn( geometrick( predstavu. Az na tato skuto€nost sa v3ak na praci ni¢ nemeni. Skalarny sicin
dvoch vektorov sa stéle pocita tak, ze sa vynasobia zodpovedajlice komponenty a tieto siciny sa potom
scitaju.

Uloha 4. Najdite vhodny linearny model pre tabulku dat z tivodného textu.

Riesenie. Pripomenme si uvedené data:

vygka/m 147 152 157 1,63 1,68 1,73 1,78 183
hmotnost kg 52,21 54,48 57,20 59,93 63,11 66,28 69,92 74,46

Po dosadeni dat do potrebnych skalarnych sicinov dostaneme:

X X =147 +1522+ 157 +--- + 1,832 = 21,9257

X Y =147-5221 + 1,52 - 54,48 + 1,57 - 57,20 + - - - + 1,83 - 74,46 = 828,4568
1-X=147+152+157+---+183=1321

1Y =5221 + 54,48 + 57,20 + - - - + 74,46 = 497,59

1-1=1—|—1—|—1+-~-—|—1:8

Po dosadeni hodnét do (3) dostdvame sistavu dvoch rovnic o dvoch nezndmych

21,9257a + 13,21b = 828,4568,
13,21a + 8b = 497,59,

IPouzijeme zapis bezne pouzivany pri spracovani dat, ked datové siibory (vektory) oznacujeme velkymi pismenami a
vektor, ktory ma vsetky komponenty rovné rovnakému &islu zapisujeme ako dané &islo so Sipkou pre oznacenie vektora.

2Prisne vzaté tito operacia nema matematicky zmysel, pretoze s¢itavame vektor s redlnym &islom. Tito operaciu je
nutné interpretovat po zlozkach, ked toto scitanie znamena, Ze sa redlne ¢islo zmeni na vektor prislusnej dimenzie tak, aby
operéacia bola definovana. Toto prispdsobenie sa nazyvame broadcasting. Vo vysledku ku kazdej komponente vektora aX
pripoditavame hodnotu b.
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ktord ma jediné riedenie. Tymto riedenim? je a = 60,44 a b = —37,61. Modelom, ktory udava zavislost
hmotnosti zien y na ich vyske x, je vztah

y = 60,442 — 37,61.

Obrazok 4 ukazuje pouzité data, regresni zavislost a predikciu pre hmotnost Zeny o vyske 1,72 metra.
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Obr. 4: Data pouzité v llohe, linedrna regresia a predikcia pre vysku 1,72 metra.

Uloha 5. Najdite regresnt priamku pre zadané data.

z 1,0 20 30 40
y 23 25 31 33

Zaverecné poznamky

= V Statistike je uvedend metdda jednou zo zakladnych metdd pri predikcii, ¢i jedna veli¢ina ma
vplyv na hodnoty druhej veliCiny. Preto st k dispozicii metédy, ktoré hodnotia kvalitu aproximéacie
a tiez to, ¢i je pre dany sibor bodov uvazovana aproximacia vhodna &i nie.

= Existujd aj viacrozmerné verzie metédy najmensich Stvorcov, ked predikovani hodnotu uréujeme
nie z jednej, ale z niekolkych nezavislych velicin.

= Uloha nijst riedenie nekonzistentnej siistavy linedrnych rovnic sa vyskytuje aj pri rekonstruk-
cii obrazu v akustickej tomografii. To umoznuje Studovat zlozenie geologickych vrstiev alebo
zdravotny stav dreva ¢i stromu na zaklade informéacie o rychlosti, s akou materidlom precha-
dzajd viny elastickej deforméacie. Ako tvod do problematiky méze poslazit séria ¢lankov na blogu
https://tomroelandts.com/.

= Je mozné zostavit priamo vztahy pre vypocet koeficientov linearnej regresie zo zadanych dat
a vynechat tak vypocet skaldrnych sicinov a rieSenie ststavy rovnic. Pozri napriklad https:
//en.wikipedia.org/wiki/Simple_linear_regression\#Expanded_formulas.

3Pozor, dloha je pomerne citlivd na zaokrihlovanie.
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