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W praktyce czesto spotykamy sie z sytuacjami, w ktérych wartoéci jednej zmiennej determinuja wartosci
drugiej. Na podstawie zestawu zmierzonych lub statystycznie uzyskanych danych prébujemy nastep-
nie znalez¢ model matematyczny, ktéry opisuje funkcjonalng zalezno$¢ miedzy dwiema zmiennymi. Na
przyktad rozwazmy dane wskazujace wzrost i wage amerykariskich kobiet w wieku od 30 do 39 lat (2ré-
dfo: https://en.wikipedia.org/wiki/Simple_linear_regression, dostep 12 kwietnia 2024 r.; dla zwieztosci
wykorzystano tylko potowe danych).

wzrost/m 147 152 157 163 168 173 178 1,83
waga/kg 5221 54,48 5720 59,93 63,11 66,28 69,92 74,46

Dane zostaty przedstawione na rysunku po lewej stronie. Z rysunku jasno wynika, ze wraz ze wzrostem
wzrostu roénie réowniez waga. W takim przypadku mozliwe jest znalezienie modelu matematycznego,
ktéry wyraza wage jako funkcje wzrostu. Taki model matematyczny przedstawiono w kolorze na rysunku
po prawej stronie. Pozwala on przewidzie¢ wage kobiety na podstawie jej wzrostu.
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Rysunek 1: Po lewej stronie wyswietlane sa dane pokazujace, jak waga amerykanskich kobiet zalezy
od ich wzrostu. Po prawej stronie do danych dodano linig regresji reprezentujaca matematyczny model
funkcjonalnej zaleznosci miedzy wzrostem a waga.

Opisany powyzej typ problemu nazywany jest regresja liniowa.

Regresja liniowa jest jedna z podstawowych metod uczenia maszynowego. Polega ona na identyfika-
cji zaleznosci funkcjonalnej ukrytej w zestawie danych. Po uzyskaniu tej relacji mozemy uzy¢ jej do
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przewidywania wartosci funkcji dla danych wejSciowych, ktére nie s3 zawarte w oryginalnym zbiorze
danych.

W ponizszej sekcji pokazemy, w jaki sposéb regresja liniowa jest powigzana z kombinacjami liniowymi
wektoréw, i jak mozna znalez¢ linie regresji za pomoca operacji na wektorach. Bedziemy postepowaé
krok po kroku:

= Najpierw sprawdzimy, jak wyrazi¢ wektor jako liniowg kombinacje danych wektoréw.

= Nastepnie zobaczymy, jak mozna uprosci¢ to zadanie, jesli jeden z wektoréw jest prostopadty do
pozostatych.

= Nastepnie zbadamy, jak znalez¢ przyblizone rozwigzanie, gdy doktadne nie istnigje.

= Wreszcie, wykorzystamy te pomysty do rozwiazania problemu regresji liniowej - czyli skonstruujemy
model matematyczny oparty na danych, ktéry ujawni podstawowy trend i pozwoli nam przewidywaé
wartosci nieobecne w zbiorze danych.

Kombinacja liniowa wektordéw

Zadanie 1. Wyraz wektor ¢ = (é) jako kombinacje liniowa wektoréw @ = (3) ib= <i’>

Rozwiazanie. Wyrazenie wektora ¢ jako kombinacji wektoréw @ i b oznacza znalezienie liczb ¢, i t, takich,
ze
t1d 4 tab = C.

Zapisanie tego we wspotrzednych prowadzi do nastepujacego uktadu réwnan:

2t1 + 3ty =1,
2ty +to = 2.
Uktad ten ma unikalne rozwiazanie: t; = % itg = f%.
1
Zadanie 2. Wyraz wektor w = | 2 | jako kombinacje liniowa wektoréw
1
2 3 3
’17:1 =12 5 ’17:2 =11 s _'3 =| -1
1 2 —4

Rozwigzanie. Podobnie jak w poprzednim zadaniu, szukamy liczb ¢, t5 i t3 takich, ze
t1Uy + totls + t3tis = W. (1)
Podstawienie wspoétrzednych daje uktad trzech réwnan z trzema niewiadomymi

2t1 + 3ty + 3tz =1,
2ty +ty — t3 = 2, (2)
t1 + 2ty — 4t = 1.

2 The portal Math4U is developed within the international projects of the
Department of Applied Mathematics (VSB-Technical University of Ostrava)
and other institutions in Czechia, Poland, Slovakia, and Spain.

Funded by
the European Union




MATH

math4u.vsb.cz

U © 2016-2025 MATH4U

Results matter!

Rozwiazanie takiego uktadu jest juz nieco zmudne, ale stosujac metode podstawiania lub eliminacji,
znajdujemy:
14 7 3

f= o fg= —— fg= —
Ty 2 2’ 2

Kombinacja liniowa z wykorzystaniem iloczynu skalarny

Jesli przynajmniej jeden z podanych wektoréw jest prostopadty do pozostatych wektoréw, mozemy uzyé
sprytnej sztuczki, aby uzyskaé prostszy uktad réwnan.

Wréémy do poprzedniego zadania. Mozemy zauwazy¢, ze wektor w3 jest prostopadty do wektordw
i . Oznacza to, ze jest on réwniez prostopadty do ptaszczyzny wyznaczonej przez te dwa wektory.
Mozemy to tatwo zweryfikowaé, obliczajac iloczyn skalarny:

i i3 =23+2-(=1)+1-(—4)=0

ﬁ2~ﬁ3:3-3+1-(—1)+2'(—4):O.

Dzieki tej wtasciwosci warto pomnozy¢ réwnanie (1) za pomoca iloczynu kropkowego przez wektory od
iy do 3. W ten sposdb otrzymujemy nastepujace trzy réwnania.

t1 (U - Ur) + to(te - 1) +t3(ds - th) =W - Uy
t1 (U - Ua) + ta(ts - Uz) + t3(Us - Ua) = W - Us
ty(ty - Us) + to(ts - Us) + t3(is - Us) = W - Us

Obliczajac iloczyny kropkowe, otrzymujemy uktad, ktéry jest znacznie prostszy niz uktad (2).

91 + 10ty =7
10t + 14t =7
26t3 = —3

Z ostatniego réwnania mozemy bezposrednio wyznaczy¢ jedng z niewiadomych, a pierwsze dwa réwnania
tworza uktad dwéch réwnan z dwiema niewiadomymi, ¢ its.

Kombinacje liniowe i niespgjne uktady réwnan

Przypomnijmy, ze uktad réwnan liniowych jest niespdjny, jesli nie ma rozwiazania.

Zmodyfikujemy teraz nasze poprzednie zadanie polegajace na wyrazeniu wektora jako kombinacji linio-
wej podanych wektoréw. Tym razem pominiemy jeden z wektordw, ktérych uzywaliSmy poprzednio. W
rezultacie problem stanie sie nierozwigzywalny w klasycznym sensie.

1
Zadanie 3. Wyrazi¢ wektor @ = | 2 | jako kombinacje liniowa wektoréw
1
2 3
= (2|, =11
1 2
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Rozwigzanie. Musimy znalez¢ liczby ¢, to takie, ze
t1Uy + totls = W.

Zapisanie tego we wspétrzednych prowadzi do nastepujacego uktadu:

2t1 4+ 3ty =1,
2t1 +1t9 = 2,
t1 + 2t = 1.

tatwo sprawdzi¢, ze ukfad ten jest niespéjny i nie ma rozwigzania. Rzeczywiscie, rozwigzalismy juz
wezesniej uktad skfadajacy sie z dwdch pierwszych réwnaf(t; = 2 and o = —3), a ostatnie réwnanie
jest sprzeczne z tymi wartosciami (2 +2- (—4) # 1).

Rozwigzywanie niespojnych uktadoéw rownan

WoprowadZzmy teraz rozsadne uogdlnienie tego, co uwazamy za rozwigzanie. Zamiast szukaé wartosci
niewiadomych, ktére sprawia, ze lewa i prawa strona beda doktadnie réwne, bedziemy szukaé wartosci,
ktére sprawia, ze obie strony beda jak najblizej siebie.

Przez rozwiazanie niespdjnego ukfadu réwnan bedziemy rozumieé taki wybdr niewiadomych, dla ktérego
dtugos¢ wektora wyrazajacego réznice miedzy lewa i prawa strona uktadu jest minimalna. Zataczony
rysunek pomaga nam zrozumiel, co reprezentuje ten system i jak zwizualizowad jego rozwigzanie w
ostabionym sensie opisanym powyzej.

Rysunek 2: Wektory i i iy wyznaczaja ptaszczyzne, do ktérej wektor w nie nalezy. Wektor i nie moze
zatem zostaé przedstawiony jako kombinacja liniowa wektoréw u; i ty. Projekcje ortogonalna wektora
W na te ptaszczyzne, oznaczona przez wy, mozna jednak wyrazi¢ jako kombinacje liniowa wektoréw
Uy i . Sposrdd wszystkich kombinacji liniowych tych wektoréw, wektor wy jest najblizszy wektorowi
w. Miara tej odlegtosci jest dtugos¢ wektora . Wtasno$é, iz wektor wy jest najblizszy wektorowi
sposéréd wszystkich wektordw nalezacych do danej ptaszczyzny, wynika z prostopaditosci wektora & do
ptaszczyzny wyznaczonej przez wektory iy i us.

Ta kombinacja jest reprezentowana przez wektor wy, a réznica miedzy w i Wy jest reprezentowana przez
wektor €. Naszym celem jest, aby dtugos¢ wektora & byta jak najmniejsza.

Z wizualnego punktu widzenia i wtasciwosci geometrycznych tatwo zauwazyé, ze dzieje sie tak, gdy
wektor £ jest prostopadty do ptaszczyzny wyznaczonej przez wektory iy i Us. To prowadzi nas do
tej samej sytuacji, ktéra napotkaliSmy w alternatywnym rozwiazaniu zadania 3. Tam réwniez uzyliSmy
sztuczki, aby znalez¢ wspdtczynniki @y i Wy bez rozwiazywania petnego uktadu réwnan - wzieliSmy
iloczyn kropkowy uktadu z wektorami w; i iy. W rzeczywistosci do tych obliczen nie potrzebowalismy
nawet zna¢ wektora €.

Poniewaz dtugo$¢ wektora € jest wyrazona w postaci kwadratéw jego sktadowych, metoda ta nazywana
jest metoda najmniejszych kwadratéw.
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Zademonstrujemy cata procedure na ponizszym przyktadzie.

Regresja liniowa

Rozwazmy dane w ponizszej tabeli:

Szukamy linii y = ax+b, ktéra najlepiej oddaje trend w tym zbiorze danych i stuzy jako odpowiedni model
matematyczny dla danych. Podstawiajac kazdy z trzech punktéw do réwnania prostej, otrzymujemy
uktad trzech réwnan z dwiema niewiadomymi.

2a+b=1
3a+b=5
4da+b="T7

Jest to uktad réwnan, ktéry jest niespdjny - znany réwniez jako uktad nadmiernie zdeterminowany - i
nie ma rozwigzania w klasycznym sensie. Posta¢ wektorowa uktadu to:

2 1 1
al3)+0611]) =15
4 1 7
2 1
Biorac iloczyn skalarny obu stron z wektorami [ 3] i [ 1| otrzymujemy nastepujacy uktad dwodch
4
réwnan:
29a +9b = 45
9a 4+ 3b =13
Rozwiazaniem tego uktadu jest a =3 i b = —%. Modelem regresji dla podanych danych jest zatem
linia
14
Yy=3T— —.

3
Wykres zawierajacy podane dane i linie regresji przedstawiono na rysunku.
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Rysunek 3: Trzy punkty, ktére nie leza na jednej prostej i prosta, ktéra jest modelem regresji dla danego
zestawu trzech punktéw..

Regresja dla wiekszych zestawéw danych

Procedure opisana w poprzedniej sekcji dla trzech punktéw mozna uogdlni¢ na dowolnga liczbe punktéw.
Nierzadko zdarza si¢ pracowal z zestawami danych zawierajacymi setki punktéw.

Jedli wektor X zawiera wartosci zmiennej niezaleznej ! , a wektor Y zawiera wartosci zmiennej zaleznej,
rozwazamy model?
Y =aX +0b.

Wyznaczamy wspétczynniki a i b przepisujac to réwnanie jako réwnanie wektorowe:
Y =aX + bf,

gdzie fjest wektorem sktadajacym sie z jedynek. Nastepnie bierzemy iloczyn kropkowy obu stron z wek-
torami X i 1. W ten sposéb otrzymujemy uktad:

(3)

Podczas pracy z wiecej niz trzema punktami mamy do czynienia z wektorami o wymiarze wiekszym
niz trzy. W rezultacie tracimy wizualng interpretacje geometryczna. Poza tym procedura pozostaje
niezmieniona. lloczyn skalarny dwoéch wektoréw jest nadal obliczany przez pomnozenie odpowiednich
sktadnikéw, a nastepnie zsumowanie iloczynéw.

Zadanie 4. Znajdz odpowiedni model liniowy dla tabeli danych z sekcji wprowadzajace;j.

Rozwiazanie. Przypomnijmy sobie podane dane:

1Bedziemy uzywaé notacji powszechnie stosowanej w przetwarzaniu danych, , w ktérej zbiory danych (wektory) sa
oznaczane duzymi literami , a wektor, ktérego wszystkie sktadowe s3 réwne tej samej liczbie, jest zapisywany jako dana
liczba ze strzatka wskazujaca wektor.

2Sciéle méwiac, operacja ta nie ma sensu matematycznego, poniewaz dodajemy wektor do liczby rzeczywistej. Ta
operacja musi by¢ interpretowana sktadniowo, gdzie to dodawanie oznacza, ze liczba rzeczywista jest zmieniana na wektor
o odpowiednim wymiarze, aby operacja byta zdefiniowana. Adaptacje te nazywamy broadcasting. W rezultacie dodajemy
warto$¢ b do kazdej sktadowej wektora aX.
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wzrost/m 147 152 157 163 168 173 178 1,83
waga/kg 5221 54,48 5720 59,93 63,11 66,28 69,92 74,46

Podstawiajac dane do niezbednych iloczynéw kropkowych, otrzymujemy:

X X =147 +1522+157>+ .- +1,83% = 21,9257

X Y =147-5221+1,52-54,48 + 1,57 - 57,20 + - - - + 1,83 - 74,46 = 828,4568
1-X=147+152+1574---+1,83=1321
T-Y =52,21 4 54,48 + 57,20 + - - - + 74,46 = 497,59
I -T=1+41414---+1=38

Podstawiajac te wartosci do uktadu (3), otrzymujemy uktad dwéch réwnai z dwiema niewiadomymi:

921,9257a + 13,21b = 828,4568
13,21a + 8b = 497,59.

Uktad ten ma unikalne rozwiazanie:3 a = 60,44 i b = —37,61. Wynikowy model opisujacy zaleznoéé
wagi kobiet y od ich wzrostu z to
y = 60,44x — 37,61.

Rysunek 4 przedstawia punkt danych, linie regresji i prognoze dla wagi kobiety o wzroscie 1{,}72%
metréw.
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Rysunek 4: Dane uzyte w ¢wiczeniu, regresja liniowa i przewidywanie dla wysokosci 1{,}72% metréw.

Zadanie 5. Znajdz linie regresji dla podanych danych.

z 1,0 20 30 40
y 23 25 31 33

Rozwiazanie.

3Uwaga, zadanie jest doé¢ wrazliwe na zaokraglenia.
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Niech wektory XiyYy beda dane odpowiednio w pierwszym i drugim wierszu tabeli. Nastepnie:

X X =1,0242,0% + 3,0% + 4,0% = 30;

X Y=10-23+20-25+3,0-31+4,0-3,3=29,8;
1-X=10420+3,0+4,0=10;

1Y =23+25+31+33=112;

I T=1+4+1+14+1=4.

Podstawiajac te wartosci do uktadu (3) otrzymujemy:

30a + 10b = 29,8
10a + 4b = 11,2.

Rozwiazanie tego uktadu daje: a = 0,36 i b = 1,90. Linia regresji dla podanych danych ma zatem postaé
y = 0,362 + 1,90.

Rysunek przedstawia linie regresji wraz z punktami danych.
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Rysunek 5: Linia regresji dla podanych danych.

Uwagi koncowe

= W statystyce opisana powyzej metoda jest jednym z podstawowych narzedzi wykorzystywanych do
przewidywania, czy jedna zmienna wptywa na wartosci innej. Z tego powodu istniejg metody, ktdre

oceniaja jako$¢ aproksymacji i oceniajg, czy wybrany model jest odpowiedni dla danego zestawu
punktéw danych.

= Istnieja réwniez wielozmienne (wielowymiarowe) wersje metody najmniejszych kwadratéw, w kté-
rych przewidywana wartos$¢ zalezy nie od jednej, ale od kilku niezaleznych zmiennych.

= Problem rozwigzywania niespéjnego uktadu réwnan liniowych pojawia sie réwniez w rekonstrukcji
obrazu w tomografii akustycznej. Pozwala to na badanie sktadu warstw geologicznych lub stanu
drewna lub drzewa na podstawie informacji o predkosci, z jaka fale odksztatcen sprezystych prze-

chodz3 przez materiat. Seria artykutéw na blogu https://tomroelandts.com/ moze stuzy¢ jako
wprowadzenie do zagadnienia.
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= Mozliwe jest réwniez wyprowadzenie bezposrednich wzoréw do obliczania wspoétczynnikéw re-
gresji liniowej z podanych danych - takie podejscie pozwala unikna¢ obliczania iloczynéw kropko-
wych i rozwigzywania uktadéw réwnan. Zobacz na przyktad https://en.wikipedia.org/wiki/
Simple_linear_regression\#Expanded_formulas.
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