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Matematika ukryta v liste papiera
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Formaty papiera

Medzinarodny $tandard formatov papiera je dany normou ISO 216 a zahffia dve zdkladné rady. Rada
A obsahuje formaty A0-A10 a rada B formaty B0-B10. Tato norma je zalozena na p6vodnej norme DIN
476, ktord sa pouzivala uz od roku 1922 v Nemecku. Vytvoril ju nemecky matematik a fyzik Walter
Porstmann.

Obe rady maji dve spolo¢né zakladné vlastnosti:

1. Vsetky forméaty st navzajom podobné pravouholniky.

2. Mensi format vznikd z vacsieho rozpolenim, t. j. rozdelenim na dva navzdjom osovo simerné
pravouholniky.!

Tieto vlastnosti nie st ndhodne zvolené. Maji jednak esteticky vyznam a jednak svoje praktické vyuzitie.
Napriklad kazdy list papiera v danom systéme sa da vyrobit z najvacsieho kusu prostym rezanim a
nevznika Ziadny odpad.

Rady A aj B dalej maji kazda istd Specidlnu vlastnost navyse:

= U rady A navy3e plati, e obsah najvadsieho papiera A0 je 1 m?.

= U najvadsieho formatu BO rady B potom plati, Ze jeho krat$ia strana ma dizku 1 m.

Uloha 1. Urtte koeficient podobnosti (zmensenia) dvoch po sebe nasledujiicich formatov papiera a
urcte tiez pomer susednych stran, ktoré musi kazdy z formatov dodrzat.
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Obr. 1: Oznacenie pre Ulohu 1

Riesenie. Najprv si uvedomme, e pravouholnikom je obdiznik (pretoze Ziadnym rozpolenim $tvorca
nemdZe vzniknit Stvorec). Rozpolenie dotyéného obdlznika vykondvame pozdIlZ osi dlh3ej strany tohto

IDIlzky stran formatov, ktoré vznikli rozpolenim, sii zaokrihlené na celé milimetre nadol. Najéastejsie pouzivany format
A4 ma rozmery 210 X 297 mm.
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obdlZnika. Ak by sme polenie vykonali pozdiz osi kratdej strany, nedostali by sme obdiznik podobny
s povodnym — dlhsia strana sa nezmeni a kratSia sa skrati.

Ak ozna&ime a dlh&u stranu obdiznika, b jeho kratSiu stranu a k koeficient zmensenia dvoch po sebe
iddcich formétov, plati k-a = b a k-b = 5. Dosadenim prveho vztahu za b v druhom vztahu dostavame

k% a=

K2 =

N = N

Zo vztahu k- a = b dalej plynie, e pomer stran obdlZnika a : b je prevratenou hodnotou koeficientu ,

t.j. V2.

Uloha 2. Vlypo&itajte rozmery najvacsieho formatu A0, ak viete, ¥e maji jeho dizky stran celoiselné
velkosti v mm a jeho obsah je o mozno najblizSie jednému Stvorcovému metru.

Riesenie. Z predchadzajlicej Glohy vieme, Ze rozmery listu formatu AO st by (kratsia strana) a bg - /2
(dIhsia strana) pre nezndmu dlizku by, ktord je potrebné vypoéitat. Vieme, ze

bo - b - V2 = 1000000 mm?,

a teda po vyjadreni by a zaokriihleni vysledku na jednotky dostdvame hodnotu by = 841 mm. Dizka
dihgej strany formatu A0 je potom stdinom 841 - /2 = 1189 mm.

Uloha 3. Rada formatov B mé okrem spolo&nych vlastnosti platnych pre obe rady A aj B tieZ tii
vlastnost, Ze dizka krat3ej strany najvacsieho formatu BO je rovna jednému metru. UkaZte, Ze ak format
A0 bude mat obsah presne jeden meter Stvorcovy a ak pripustime u vSetkych formatov necelociselné
rozmery, plati pre kazdé nezaporné celé Cislo n vztah

S(B(n+1)) = v/S(A(n)) - S(A(n + 1)),

t. j. obsah formatu B(n + 1) je geometrickym priemerom obsahov formatov A(n) a A(n + 1).

Riesenie. Pretoze krat$ia strana formatu BO meria 1 m, meria jeho dlhsia strana podla rieenia Ulohy
1 (platného aj pre formét B, pretoze vychddzame z rovnakych vlastnosti) v/2m. Teda obsah formatu
BO je v/2m? a kazdy nasledujci list formatu B(n) ma polovi¢ny obsah oproti predchadzajiicemu, teda

S (B(n)) = 2—‘/? m? pre kazdé nezaporné celé n.

Pretoze dalej S(A0) = 1 m? a kazdy nasledujlici list formatu A(n) ma poloviény obsah oproti predcha-

dzajicemu, je S (A(n)) = (%)n = 5 m? pre kazdé n. Teda

Skladanie papiera

Mozno vas uz niekedy napadla otazka, kolkokrat je mozné prelozit papier formatu A4 napoly a mozno
ste si to aj sami vyskisali. Pravdepodobne vas ale ani nenapadlo, Ze odpoved na tito otazku méze dat
matematik, ani papier nemusi vobec prekladat.
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Predstavme si nasledujici jednoduchy model prekladania papiera.

n=1 )

Obr. 2: Model prelozenia papiera

Pri prelozeni papiera napolovicu sa ndm vzdy cast papiera spotrebuje na vytvorenie skladu. Jeho tvar
si mézeme modelovat ako polovicu kruznice, ktorej polomer je rovny hribke papiera. Navyse si tiez
mozeme vSimnut, ze papier sa pri prekladani vrstvi. Na zacdiatku mame len jednu vrstvu, po prvom
prelozeni dve vrstvy, po druhom prelozeni Styri vrstvy atd. V dalSich Glohdch budeme pracovat s tymto
modelom.

Uloha 4. Aka by bola hriibka navrstveného kancelarskeho papiera po $tyroch, siedmych, desiatich,
dvadsiatich jeden a Styridsiatich dvoch prelozeniach? Predpokladajme, ze hribka nasho listu papiera
jeto = 0,1 mm.

Riesenie. Je mozné si lahko véimniit, ze po k preloZeniach dostaneme celkom 2% vrstiev papiera. Hriibky
by tak boli

ty =to-2* = 1,6 mm

ty =t - 27 =12,8mm

tio =t - 2'Y = 102,4mm

to1 :to . 221 ~ 209,7m

tag =tg - 2*? ~ 439804 km

Podla vysledkov predchadzajiicej tlohy je vidiet, Ze pre prekladanie papiera musi existovat nejaky limit.
Jednou z moznosti, ako tento limit poznat, je skimanie kolko papiera sa nam pri prekladani vlastne
straca pri vytvarani skladu.

Uloha 5. Aké mnoZstvo papiera sa “strati” pri jeho skladani?

Riesenie. Uvazujme papier o hribke t. Pri prvom preloZeni sa na sklade vytvori polkruznica o polomere
t (pozri predchadzajici obrazok), na preloZenie teda potrebujeme wt papiera. Pri druhom preloZeni sa
vytvoria dve polkruznice. Jedna o polomere ¢t a druha o polomere 2¢, potrebujeme teda 7t + 27t papiera
a dohromady

it + (wt + 27t) .

Pri tretom prelozeni sa vytvoria polkruznice o polomeroch t, 2¢, 3t a 4t. Stratime teda wt+27wt+3nt+4nt
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papiera. Celkova strata bude
7t + (7t + 27t) + (7t + 27t + 3wt + 4nt)
Analogicky po n zlozeniach stratime
it 4 (mt 4 27t) + -+ (mt + 2wt + -+ 277 t)

papiera. Vynatim 7t si m6zeme vSimn(t, ze mame v zatvorkach sicet prvych Clenov aritmetickej po-
stupnosti
1+ 142+ 14+2+3+4)+ -+ (1+24---+2"1)].

Pouzitim opakovaného vzorca pre sicet prvych Clenov aritmetickej postupnosti dostaneme
t
%(1.2+2.3+4-5+-~+2”*1.(2”*1+1)).
Tu je mozné k-ty ¢len vSeobecne zapisat ako
2k71 . (2]@71 4 1) _ (22)]671 + 2]{:71.

Vztah pre celkovi stratu papiera teda mézeme prepisat v tvare

Tt _ _

? [((22)0 4 (22)1 R (22)71, 1) 4 (20 _|_21 R 2n 1)} .
Dostavame tak sicet prvych ¢lenov dvoch geometrickych postupnosti, mézeme teda pouzit vzorec pre

ich sticet a dostaneme
7wt (227 — 1 Lon
2 3 '

=

Po vynatfi % zo zatvorky mame
(2")2 +3-2" —4)

a rozkladom na sicin ziskame ,
T

€(2" +4)(2"-1).

Tento posledny vztah vlastne vyjadruje akysi odhad minimélnej dizky papiera hribky ¢, ktory potrebu-
jeme, aby sme ho mohli n-krat prelozit.

Uloha 6. Kolkokrat je mozné prelozit typicky kancelarsky papier formatu A4 o hribke 0,1 mm?

Riesenie. Vyuzitim vysledku predchadzajlcej dlohy vieme, Ze hfadame také najvacsie prirodzené n, aby
platilo
0,1
”T’(Q" +4)(2" — 1) < 297.
Presné riesenie tejto nerovnice by nebolo Gplne jednoduché, ale nastastie nie je nutne potrebné. Staci
nam dosadit nejaké vhodné n:

0,1

UL 60’ (26 4 4)(26 — 1) = 224,31;
L0,1

”T’(f +4)(27 — 1) = 877,76.

Podla tohto modelu je teda mozné papier danej velkosti prehnit maximalne Sestkrat.

Pre zaujimavost dodajme, Ze ako prva rovnicu z Ulohy 5 odvodila stredoskolska $tudentka Britney
Gallivan z Kalifornie, ktora je momentalne drzitelkou svetového rekordu v Guinessovej knihe rekordov
za najvacsi poclet prelozeni papiera napoly. Celkom prelozila papier dvanastkrat. Na to vSak nemohla
pouZit normalny papier formatu A4, ale pouzila toaletny papier dizky 1219 metrov. Navyse pouzila in
techniku skladania (striedala smery).
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