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Matematyka ukryta w kartce papieru
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Formaty papieru

Miedzynarodowy standard rozmiaréw papieru jest zdefiniowany w normie ISO 216 i obejmuje dwie
gtéwne serie. Seria A obejmuje formaty od A0 do Al0, natomiast seria B obejmuje formaty od BO
do B10. Standard ten opiera sie na oryginalnej normie DIN 476, ktéra jest uzywana od 1922 roku w
Niemczech. Zostata ona opracowana przez niemieckiego matematyka i fizyka Waltera Porstmanna.

Obie serie maja dwie podstawowe wtasciwosci:

1. Wszystkie formaty sa podobnymi prostokatami.

2. Mniejszy format jest tworzony z wiekszego poprzez zmniejszenie go o potowe, tj. podzielenie go
na dwa wzajemnie symetryczne prostokaty.l

Witasciwosci te nie sg arbitralne. Maja one zaréwno warto$¢ estetyczng, jak i praktyczne zastosowanie.
Na przyktad, kazdy arkusz papieru w systemie moze by¢ wyprodukowany z najwiekszego arkusza po
prostu przez ciecie, bez generowania jakichkolwiek odpaddw.

Kazda seria ma réwniez okreslong dodatkowa wtasciwosé:

= W serii A, powierzchnia najwigkszego papieru AO wynosi 1 m?.

» W serii B krétszy bok najwigkszego formatu BO mierzy 1,m$.

Zadanie 1. Okre$l wspétczynnik podobiefistwa (wspdtczynnik redukeji) miedzy dwoma kolejnymi
formatami papieru, a takze znajdz stosunek sasiednich bokéw, ktéry musi spetnia¢ kazdy format.

[SIS]

a

Rysunek 1: Zapis dtugosci bokéw dla zadania 1

Rozwigzanie. Uswiadommy sobie najpierw, ze bedziemy pracowad z prostokatem (poniewaz przepoto-
wienie kwadratu nigdy nie daje innego kwadratu). Prostokat jest dzielony wzdtuz osi jego dtuzszego

IDtugoséci bokéw formatéw utworzonych przez przepotowienie s3 zaokraglane w dét do petnych milimetréw. Najczeéciej
uzywany format A4 ma wymiary 210 x 297 mm.
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boku. Gdyby zostat podzielony wzdtuz osi krétszego boku, wynik nie bytby podobny do oryginalnego
prostokata - dtuzszy bok pozostatby niezmieniony, podczas gdy krétszy zostatby zmniejszony o potowe.

Niech a bedzie dtuzszym bokiem prostokata, b krétszym bokiem, a k wspétczynnikiem redukcji miedzy
dwoma kolejnymi formatami. Mamy k-a = bi k-b = §. Podstawiajac pierwsze wyrazenie b do drugiego
réwnania otrzymujemy:

a
E*a= - :
a=g /:a
1 1 2
Rolo L o L_ V2
2 V22
Z zaleznosci k - a = b wynika, ze wspdtczynnik ksztattu bokéw prostokata a : b jest odwrotnoscia k,

czyli V2.

Zadanie 2. Oblicz wymiary najwiekszego formatu papieru A0, zaktadajac, ze dtugosci jego bokéw
sg liczbami catkowitymi w milimetrach, a jego powierzchnia jest jak najbardziej zblizona do jednego
metra kwadratowego.

Rozwiazanie. Z poprzedniego zadania wiemy, ze wymiary arkusza AQ wynosza by (krétszy bok) i by - v/2
(dtuzszy bok), gdzie by jest nieznang dtugoscia, ktdra nalezy obliczyé. Wiemy, ze

bo - by - V2 = 1000000 mm?,

a zatem, rozwiazujac dla by i po zaokragleniu do najblizszego milimetra, otrzymujemy warto$¢ by =
841 mm. Dtugo$¢ dtuzszego boku wynosi zatem 841 - /2 = 1189 mm.

Zadanie 3. Oprécz wiasnosci wspdlnych z serig A, seria B ma réwniez te wtasno$¢, ze krdtszy bok
najwiekszego formatu BO mierzy doktadnie jeden metr. Wykaz, ze jesli przyjmiemy, ze format AQ
ma powierzchnie dokfadnie jednego metra kwadratowego, a wszystkie formaty moga mie¢ wymiary
niecatkowite, to dla kazdej nieujemnej liczby catkowitej n zachodzi nastepujaca wtasno$é:

S(B(n+1)) = +/S(A (A(n+1)),
tj. obszar formatu B(n + 1) jest $rednig geometryczna obszaréw formatéw A(n) i A(n + 1).

Rozwigzanie. Skoro krétszy bok formatu BO ma dtugos¢ 1, m, to jego dtuzszy bok, zgodnie z rozwia-
zaniem ¢wiczenia 1 (ktére dotyczy takze formatu B, gdyz stosowane sa te same zasady geometryczne),
musi mie¢ dtugoéé /2, m. Dlatego powierzchnia formatu BO wynosi v/2m? , a kazdy kolejny arkusz
formatu B(n) ma potowe powierzchni poprzedniego. Stad S (B(n)) = Q‘Cm dla kazdej nieujemnej

liczby catkowitej n.

Podobnie, poniewaz S(A0) = 1m? i kazdy koIeJny arkusz formatu A(n) ma potowe powierzchni po-

przedniego, wynika, ze S (A(n)) = ()" = 5= m? dla kazdego n. Zatem,

\/S(A(n))~S(A(n+1))=\/21n-2n1+1:\/21"-21”-;
1 @ V2
2

o = = S(B(n +1)).

2n+1

Sktadanie papieru

By¢ moze zastanawiate$ sie kiedys, ile razy mozna ztozy¢ kartke papieru A4 na pdt - a moze nawet
sam sprobowates$. Ale prawdopodobnie nie przyszto ci do gtowy, ze matematyk moze odpowiedzie¢ na
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to pytanie bez sktadania papieru.

Rozwazmy nastepujacy prosty model sktadania papieru.

Za kazdym razem, gdy papier jest sktadany na pét, jego czes¢ jest wykorzystywana do utworzenia za-
giecia. Mozemy modelowa¢ ksztatt zagiecia jako pétkole, ktérego promien jest réwny grubosSci papieru.
Mozemy réwniez zaobserwowadé, ze papier uktada sie w stos przy kazdym zagieciu: zaczynamy z poje-
dyncza warstwa, po pierwszym zagieciu mamy dwie warstwy, po drugim zagieciu cztery warstwy itd. W
kolejnych zadaniach bedziemy pracowac z tym modelem.

Zadanie 4. Jaka bedzie grubos¢ stosu papieru biurowego po czterech, siedmiu, dziesieciu, dwudziestu
jeden i czterdziestu dwdch ztozeniach? Zatézmy, ze grubo$¢ papieru wynosi to = 0.1 mm.

Rozwigzanie. tatwo zauwazyé, ze po k zagieciach istnieje 2F warstw papieru. Catkowite grubosci wyno-
sityby zatem:
t4 :to . 24 = 176 mm

tr =to - 2" = 12,8 mm
tio =to - 2% = 102,4 mm
tor =to - 221 ~ 209,7m
tao =ty - 22 ~ 439804 km
Wyniki te pokazuja, ze musi istnie¢ pewne ograniczenie co do tego, ile razy mozna ztozy¢ arkusz papieru.

Jednym ze sposobdw na zrozumienie tego ograniczenia jest zbadanie, ile papieru jest faktycznie zuzywane
przez samo sktadanie podczas kazdego kroku.

Zadanie 5. lle papieru jest “tracone” podczas sktadania?

Rozwigzanie. Rozwazmy papier o grubosci t. Podczas pierwszego zagiecia, pétkole o promieniu ¢ tworzy
sie na zagieciu (patrz poprzedni rysunek), wiec potrzebujemy 7t papieru na zagiecie. Podczas drugiego
zagiecia powstajg dwa pétkola - jedno o promieniu t, a drugie o promieniu 2t, wiec potrzebujemy 7t + 27t
papieru:

7t + (wt + 27t) .

W trzecim zagieciu powstaja po6tkola o promieniach t, 2¢, 3t i 4t. Tracimy zatem 7t 4 27t + 3wt + 4wt
papieru. Catkowita strata wyniesie:

7wt + (7t + 27t) + (7wt + 27t + 3wt + 4wt)
Analogicznie, po n fatdach tracimy

wt + (wt + 27t) + - - 4 (wt + 27t + - - + 277 It)
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papieru. Odejmujac 7t, mozemy zauwazy¢, ze to, co pozostaje wewngatrz nawiasdw, jest suma pierwszych
wyrazéw ciggdw arytmetycznych:

14+ (1+2)+ (1 +2+3+4)++(1+2+--+2"].

Jesli wielokrotnie uzyjemy standardowego wzoru na sume pierwszych wyrazéw ciggu arytmetycznego,

otrzymamy:

t
%(1~2+2-3+4-5+---+2n—1.(2"—1+1)).

K-ta cze$¢ k mozna zapisa¢ w postaci ogdlnej jako:
2k‘—1 . <2k—1 + 1) — (22)k’—1 + 2k—1.
Wyrazenie na catkowitg strate papieru mozna zatem przepisaé jako:

T+ )+ @) (202 )]

W ten sposéb otrzymujemy sume pierwszych wyrazéw dwéch ciggébw geometrycznych , wiec mozemy

uzyé wzoru na ich sume i otrzymad:
mt (227" —1
— 2" -1 .
7 (Svr)

Odejmujac % od nawiaséw, otrzymujemy:

mt n\2 n
5 (@) 432" —4)

i poprzez faktoryzacje wyrazenia otrzymujemy
Tt
6

To kohcowe wyrazenie zasadniczo daje oszacowanie minimalnej dtugosci papieru o grubosci ¢ potrzebne;j
do zfozenia n razy.

(2" +4)(2" — 1).

Zadanie 6. lle razy mozna ztozy¢ typowy papier biurowy A4 o grubosci 0,1mm?

Solution. Using the result of the previous exercise, we are looking for the greatest natural number n
such that the following inequality holds:

70,1
6

Doktadne rozwigzanie tej nieréwnosci nie bytoby tatwe - ale na szczescie nie jest konieczne. Musimy
jedynie wyprébowac kilka odpowiednich wartosci n:
-0,1
”T’(Qﬁ +4)(2° — 1) = 224,31,
0,1
”T’(f +4)(27 — 1) = 877,76.

Zgodnie z tym modelem, arkusz o tym rozmiarze mozna ztozy¢ maksymalnie sze$¢ razy.

(2" +4)(2" — 1) < 297.

Jako ciekawostke dodajmy, ze pierwsza osoba, ktéra wyprowadzita réwnanie z Cwiczenia 5 byta licealistka
Britney Gallivan z Kalifornii. Jest ona obecnie rekordzistka Guinnessa w najwiekszej liczbie ztozen kartki
papieru na pét. Udato jej sie ztozy¢ papier dwanascie razy. Nie mogta jednak uzy¢ do tego standardowego
papieru A4 - uzyta papieru toaletowego o dtugosci 1,219 metréw. Co wiecej, zastosowata inng technike
sktadania, zmieniajac kierunki sktadania.
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