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Matematika ukryta v listu papiru
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Formaty papiru

Mezinarodni standard formati papiru je dan normou ISO 216 a zahrnuje dvé zakladni ¥ady. Rada
A obsahuje formaty A0-A10 a rfada B formaty B0-B10. Tato norma je zalozena na piavodni normé DIN
476, kterd se pouzivala jiz od roku 1922 v Némecku. Vytvoril ji némecky matematik a fyzik Walter
Porstmann.

Obé Fady maji dvé spole¢né zakladni vlastnosti:

1. VSechny formaty jsou navzajem podobné pravouhelniky.

2. Mensi format vznika z vétsiho rozpulenim, tj. rozdélenim na dva navzajem osové soumérné pra-
vothelniky.

Tyto vlastnosti nejsou ndhodné zvolené. Maji jednak esteticky vyznam a jednak svoje praktické vyuziti.
Napriklad kazdy list papiru v daném systému se da vyrobit z nejvétsiho kusu prostym fezanim a nevznika
Zadny odpad.

Rady A i B déle maji kazda jistou specialni vlastost navic:

= U Fady A navic plati, e obsah nejvétsiho papiru A0 je 1 m?2.

= U nejvétSiho formatu BO fady B pak plati, ze jeho kratsi strana ma délku 1 m.

Uloha 1. Urcete koeficient podobnosti (zmenseni) dvou po sobé& nasledujicich formétt papiru a uréete
také pomér sousednich stran, které musi kazdy z formata dodrzet.
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Obrazek 1: Oznaceni pro Ulohu 1

Reseni. Nejprve si uvédomme, e pravotihelnikem je obdéInik (nebot zadnym rozpiilenim Etverce nemiize
vzniknout ¢tverec). Rozpiileni doty¢ného obdéiniku provadime podél osy delsi strany tohoto obdélnika.

IDélky stran format, které vznikly rozptilenim, jsou zaokrouhleny na celé milimetry smérem dolii. Nejéastéji pouzivany
format A4 ma rozméry 210 x 297 mm.
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Pokud bychom pileni provedli podél osy kratsi strany, nedostali bychom obdélnik podobny s pivodnim
— delSi strana se nezméni a kratsi se zkrati.

Oznacime-li a delsi stranu obdélInika, b jeho kratsi stranu a k koeficient zmenseni dvou po sobé jdoucich
formati, plati k-a=1ba k-b = §. Dosazenim prvniho vztahu za b ve druhém vztahu dostdvame

k2.a=

k? =

N = N

Ze vztahu k- a = b déle plyne, Ze pomér stran obdélnika a : b je pfevracenou hodnotou koeficientu k,

tj. V2.

l:lloha 2 Vypoél'tejte rozméry nejvétél'ho formétu AO jestliie vite, ie majl'jeho délky stran celociselné

avvs

Reseni. Z predchozi tlohy vime, ze rozméry listu formatu AO jsou by (kratdi strana) a by - /2 (del$i
strana) pro nezndmou délku by, kterou je potfeba vypoditat. Vime, Ze

bo - b - V2 = 1000000 mm?,

a tedy po vyjadreni by a zaokrouhleni vysledku na jednotky dostavdme hodnotu by = 841 mm. Délka
del3i strany formatu A0 je pak souc¢inem 841 - /2 = 1189 mm.

Uloha 3. Rada formatd B ma kromé& spoleénych vlastnosti platnych pro obé& Yady A i B také tu
vlastnost, ze délka kratsi strany nejvétsiho formatu BO je rovna jednomu metru. Ukazte, Ze pokud
format AO bude mit obsah presné jeden metr Ctvereéni a pripustime-li u vSech formati necelociselné
rozméry, plati pro kazdé nezaporné celé Cislo n vztah

S(B(n+1)) = /S(A( (A(n +1)),

tj. obsah formatu B(n + 1) je geometrickym primérem obsaht formatd A(n) a A(n + 1).

Reseni. Protoze krat$i strana formatu BO m&¥ 1 m, m&¥ jeho delsi strana podle Yeseni Ulohy 1 (platného
i pro format B, nebot vychazime ze stejnych vlastnosti) /2 m. Tedy obsah formatu BO je ﬁmQ a kazdy
nasledujici list formatu B(n) ma polovi¢ni obsah oproti predchozimu, tedy S (B(n)) = \2/,? m? pro kazdé

nezaporné celé n.

Protoze déle S(A ) =1 m a kazdy nasledujicf list formatu A(n) ma polovi¢ni obsah oproti predchozimu,
je S(A(n)) = (1)" = & m? pro kazdé n. Tedy

\/S(A(n))~S(A(n+1))=\/21n-2nl+l=\/21n-21n-;
1 £ V2
2

o on+1

= S(B(n+1)).

Skladani papiru

Mozna vas uz nékdy napadla otazky, kolikrat je mozné prelozit papir formatu A4 napll a mozna jste
si to i sami vyzkouseli. Pravdépodobné vas ale ani nenapadlo, ze odpovéd na tuto otazku mize dat
matematik, aniz by papir musel viibec prekladat.
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Pfedstavme si nasledujici jednoduchy model prekladani papiru.

Obrazek 2: Model prelozeni papiru

Pti prelozeni papiru napll se ndm vzdy Cast papiru spotiebuje na vytvoreni skladu. Jeho tvar si miizeme
modelovat jako polovinu kruznice, jejiz polomér je roven tloustce papiru. Navic si také miiZzeme vSimnout,
ze papir se pri prekladani vrstvi. Na zaCadtku mame jen jednu vrstvu, po prvnim prelozeni dvé vrstvy, po
druhém prelozeni Ctyfi vrstvy atd. V dalSich Glohdch budeme pracovat s timto modelem.

Uloha 4. Jaka by byla tloustka navrstveného kancela¥ského papiru po &tyfech, sedmi, deseti, jedna-
dvaceti a dvaactyficeti prelozenich? Predpokladejme, Ze tloustka naseho listu papiru je tp = 0,1 mm.

Reseni. Je mozné si snadno véimnout, e po k prelozenich dostaneme celkem 2% vrstev papiru. Tloustky
by tak byly
ty =tg-2* = 1,6 mm

ty =tp - 2" = 12,8 mm
tio =to - 2% = 102,4 mm
tor =ty - 221 ~ 209,7m
tag =to - 22 ~ 439804 km

Dle vysledkll predchozi tlohy je vidét, ze pro prekladani papiru musi existovat néjaky limit. Jednou
z moznosti, jak tento limit poznat, je zkoumani kolik papitu se nam pfi prekladani vlastné ztraci pri
vytvareni skladu.

Uloha 5. Jaké mno¥stvi papiru se “ztrati” pfi jeho skladani?

Reseni. UvaZujme papir o tloustce ¢. P¥i prvnim preloZeni se na skladu vytvoFi polokruznice o poloméru
t (viz pfedchozi obrazek), na prelozeni tedy pottebujeme mt papiru. P¥i druhém preloZeni se vytvori dvé
polokruznice. Jedna o poloméru ¢ a druha o poloméru 2¢, potrebujeme tedy wt+ 27t papiru a dohromady

7t + (7t + 27t) .

P¥i tretim prelozeni se vytvori polokruznice o polomérech ¢, 2t, 3t a 4t. Ztratime tedy 7t +2nt+3nt+4nt
papiru. Celkova ztrata bude

7t + (mt + 27t) + (7wt + 27t + 37t + 4mt)
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Analogicky po n sloZenich ztratime
wt + (mt +27t) + - + (7t + 27t + - + 277 Irt)

papiru. Vytkneme-li 7t, mizeme si vS§imnout, ze mame v zavorkach soucet prvnich ¢lenl aritmetické
posloupnosti
T+ (1+2)+1+2+34+4)+- -+ (1+2+---+2"1)].

Pouzijeme-li opakované vzorec pro soucet prvnich Clent aritmetické posloupnosti, dostaneme

%(1-2+2-3+4-5+-~-+2“‘1-(2"—1+1)).
Zde je mozné k-ty Clen obecné zapsat jako

ok—1 (21%1 +1) = (22)k=1 4 gk—1,
Vztah pro celkovou ztratu papiru tedy mizeme prepsat ve tvaru

T+ @) ek @)+ (2042 2]

Dostavame tak soucet prvnich &lend dvou geometrickych posloupnosti, mizeme tedy pouzit vzorec pro

jejich soucet a dostaneme
mt (22" —1
— 2" -1 .
()

=

Po vytknuti % ze zavorky mame
(2")? +3-2" —4)
a rozkladem na soucin ziskame -

6

Tento posledni vztah vlastné vyjadfuje jakysi odhad minimalni délky papiru tloustky ¢, ktery potfebujeme,
abychom jej mohli n-krat prelozit.

(2" +4)(2" — 1).

Uloha 6. Kolikrat je mozné prelozit typicky kancelafsky papir formatu A4 o tloudtce 0,1 mm?

Reseni. Vyuzitim vysledku predchozi Glohy vime, 7e hleddme takové nejvétsi ptirozené n, aby platilo

m-0,1
T’(T +4)(2" —1) < 297.
Ptesné feseni této nerovnice by nebylo GplIné snadné, ale nastésti neni nutné potfeba. Stadi ndm dosadit

néjaké vhodné n:
0,1
%(26 +4)(25 — 1) = 224,31,

20,1
%(27 +4)(27 — 1) = 877,76.

Podle tohoto modelu je tedy mozné papir dané velikost prehnout maximalné Sestkrat.

Pro zajimavost dodejme, Ze jako prvni rovnici z Ulohy 5 odvodila stfedoskolska studentka Britney
Gallivan z Californie, kterd je momentalné drzitelkou svétového rekordu v Guinnesové knize rekordil za
nejvétsi poclet prelozeni papiru napil. Celkem prelozila papir dvanactkrat. K tomu ovéem nemohla pouzit
normalni papir formatu A4, ale pouzila toaletni papir délky 1219 metrii. Navic pouzila jinou techniku
skladani (stfidala sméry).
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