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Trofické funkcie v modeloch dravca a
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Pri stadiu prirody hrajd neocenitelnd Glohu matematické modely. Tieto modely otvaraji cestu k pred-
povediam buddceho vyvoja, ale plnia aj dalSie a dilezitejsie dlohy.

Pouzivanie ekologickych modelov byva niekedy spominané ako fyzikalne postupy v ekoldgii, pretoze
sa Studuje ekosystém z hladiska vyvoja populacii a pouzivaji sa na to matematické metédy pévodne
odvodené na riesenie fyzikalnych Gloh. Vystupy z modelov potom nesii napriklad nasledujice informacie.

= Predikcia Schopnost pracovat s matematickymi modelmi ekosystémov umoziiuje predpovedat
budici vyvoj. Mo6ze sa jednat o vyvoj v nemennom prostredi, alebo vyvoj v prostredi, v ktorom sa
niektory z parametrov meni. Znalost modelu potom umozni postdit, aky ma tato zmena vplyv na
ekosystém.

= Porozumenie principom Matematické modely umoziuji ekolégom a vedcom skimat interakcie
medzi roznymi zlozkami ekosystémov a porozumiet dynamike tychto systémov. Pomahaji tym
identifikovat faktory ovplyviujlce Struktiru a funkciu tychto ekosystémov.

= Optimalizacia rozhodovania Matematické modelovanie ekosystémov méze byt pouzité na opti-
malizaciu rozhodovania v oblastiach ako je ochrana biodiverzity alebo manazment lesov a rybolovu.
Pomaha identifikovat najlepsie stratégie na dosiahnutie vytycenych cielov.

Jednym zo zdkladnych vztahov v ekosystémoch je vztah dravca a koristi. Tento vztah moze byt jedi-
nou interakciou v ekosystéme alebo mdéze byt doplneny interakciami dalsimi. Doélezitost modelovania
spoluZzitia dravca a koristi si objasnime na nasledujdcich historicky vyznamnych modeloch.

Lotkov-Volterrov model

V roku 1926 publikoval jeden z prvych modelov dravca a koristi taliansky matematik Vito Volterra.
Motivaciou k zostaveniu tohto modelu bola skuto¢nost, ze poc¢as obmedzenia rybolovu za prvej svetove;j
vojny v Glovkoch vzrastlo percento dravych ryb. Na tdto skuto¢nost upozornil Volterru jeho zat, morsky
biolég Umberto D'Ancona, ktory si uvedeny jav nedokazal zdovodnit. Dokonca cakal pravy opak: pri
obmedzeni rybolovu predpokladal zvysenie percentualneho podielu druhov mensich ryb, ktoré sii potravou
pre dravce. Volterrov model toto spravanie vysvetluje ako désledok jednoduchej predstavy interakcie
medzi dravymi rybami a koristou.

Model obsahuje dve rovnice. Prva rovnica popisujlica populéciu koristi obsahuje predpoklad, ze tato
populacia prirodzene rastie, ale rast je spomaleny pdsobenim dravcov. Viac dravcov vedie k vacSiemu
spomaleniu rastu koristi. Prilis vela dravcov méze viest dokonca k tomu, Ze velkost populacie koristi
bude klesat a korist vymrie. Rovnica venovana populacii dravcov obsahuje predpoklad, ze bez pritomnosti
koristi populacia dravca vymiera. Cim viac koristi ale maji dravce k dispozicii, tym skér sa toto vymieranie
obréati v narast populacie dravca.

V systéme popisanom vyssie vznikaji prirodzene cykly. Dostatok koristi umoZni narast populacie dravcov.
Mnoho dravcov potom pdsobi na populéciu koristi negativne do tej miery, Ze populacia koristi zacCne
vymierat. Toto vymieranie ma za nasledok nedostatok potravy pre dravce a ti zacn( tieZz vymierat. Po
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Case je populacia dravca redukovana natolko, Ze korist pritomnost dravca pocituje malo. Preto moze
jej populacia zase rast a namnozit sa do pévodného stavu. To vSak opat umozni rast populacie dravca
a uzatvara sa cyklus. Velmi pekne st periodické zmeny velkosti oboch populacii zretelné zo zdznamov
vykupu kozusin snehovej zajaca a rysa v oblasti Hudsonovho zélivu.

Volterra svojim modelom vysvetlil nielen vznik cyklov, ale aj to, Ze obmedzenim lovu sa rovnovéazna
poloha, okolo ktorej populécie dravca a koristi osciluji, posunie v prospech dravca a nie koristi. Tento
jav, ktorého si vSimol D'Ancona, sa nazyva Volterrov efekt.

Rovnaky model ako Volterra navrhol uz v roku 1910 americky matematik Alfred J. Lotka, a preto sa
model dnes nazyva Lotkov-Volterrov model.
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Obr. 1: Vlavo typicky priebeh velkosti populacii dravca a koristi. Po maxime koristi nasleduje maximum
dravca a potom prepad oboch populacii. Vpravo liska ostrovnd, ktord sa z vrcholového predatora na
svojom ostrove stala koristou na pokraji vyhubenia.

Model bukac¢ smrekovy

Podobné periodické vykyvy ako v Lotkovom-Volterrovom modeli je mozné pozorovat aj v kanadskych
lesoch. Tu priblizne po 30 az 40 rokoch dochadzalo k masovému premnozeniu bukaéa smrekového (Cho-
ristoneura fumiferana). Populécia tohto motyla je relativne mala, ale niektoré roky sa zvysi tisicnasobne
a jeho husenice dokdZu zahubit aZz 80% stromov v lese a ten tak prakticky zniéit. Jeden z poslednych
masovych vyskytov bol od roku 2006 v Quebecu. Tu bolo do roku 2019 zasiahnutych cca 9,6 miliéna
hektarov lesa 1, ¢o je viac ako rozloha Madarska.

V roku 1978 navrhli vedci D. Ludwig, D. D. Jones a C. S. Holling model, ktory dokazal nielen modelovat
vyvoj populacie bukaca, ale pomohol objasnit aj dovody, pre¢o k popisovanému premnozeniu dochadza.
Dévodom bola predacia. V tomto pripade islo o konzumaciu hisenic bukaca vtakmi. Vtaky slazili v pri-
rode ako faktor obmedzujici pocty hdsenic, avsak len do istého limitu. Ked sa les dostato¢ne rozrastol,
poskytol dostatok potravy aj populacii hisenic. Populécia hisenic sa potom rozrastla do takej miery, ze
vtaky dosiahli pri konzumacii potravy svoju saturaciu a nedokazali dalej stavy husenic redukovat. Tym sa
tloha vtakov ako predatorov stala menej vyznamnou a populécia hdsenic sa mohla velmi rychlo mnozit
a potom zdevastovat les.

1Zdroj pozri https://www.nrcan.gc.ca.
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V tomto pripade je predacia dolezitd pre obmedzenie populéacie hisenic. Pretoze vtaky ako predatori
majl ovela pomalsi cyklus rozmnozovania nez bukad, je mozné ich populaciu povazovat za konstantnu.
Vdaka saturacii potom vtadky dokazu obmedzit rychlost rastu bukaca len do obmedzenej miery. Toto
obmedzenie vSak od urcitej velkosti populacie bukada prestava stacit a dojde k jeho nekontrolovatelnému
premnozeniu.

Model lisky ostrovnej

Liska ostrovna (Urocyon littoralis) je jedine¢ny zivo¢isny druh, endemit zijici len na ostrovéekoch okolo
Kalifornie. Je velkd ako macka a vdaka absencii prirodzenych nepriatelov déverciva. Ako druh je citliva
a zranitelnd vplyvom malej genetickej variability a malej odolnosti voci chorobam zavlecenym z pevniny.
Je to jedna z najmensich psovitych Seliem. Na rozdiel od ostatnych psovitych Seliem ale vie $plhat po
stromoch.

Vplyvom Cinnosti Cloveka sa populacia lisky ostrovnej dostala na prelome tisicroc¢i do velkych tazkosti.
Na ostrove San Miguel klesla populacia z 450 dospelych jedincov v roku 1994 na 15 v roku 1999 2.
Podobna situacia bola aj na okolnych ostrovoch, z ktorych kazdy je osidleny samostatnym poddruhom
lisky ostrovnej. Pricinou dhynu bol cely retazec udalosti: produkcia insekticidu DDT v 40. rokoch 20.
storodia mala za nésledok vymretie orla bielohlavého (Haliaeetus leucocephalus) a ten bol nahradeny
orlom skalnym (Aquila chrysaetos). Predatora Ziviaceho sa rybami tymto na ostrove vystriedal predator
preferujici cicavce. Toto bolo pre lisky ostrovné fatalne. Lisky, predtym vrcholni predatori, sa zrazu stali
koristou a na prelome tisicroci sa ocitli tesne pred vyhubenim. A na rozdiel od Lotkovho—Volterrovho
modelu nebolo mozné difat v navrat liSok na pdvodné stavy vdaka oscilacidm, pretoze orly mali aj
alternativnu potravu v podobe divokych oSipanych a skunkov.

Nastastie sa nesmiernym usilim podarilo lisky ostrovné ako druh zachranit. Najprv sa podarilo spravne
identifikovat pri¢iny ich Gbytku. Potom uz stadilo populaciu liSok opatovne rozmnozit a zabezpelit
podmienky, v ktorych je populacia stabilna. To zahrnovalo vybijanie divokych osipanych, presidlenie orlov
skalnych, navrat orlov bielohlavych, umelé rozmnozZenie liSok, ich navrat do prirody a ich vakcinaciu proti
zavleCenym chorobam. To vSetko sa podarilo v rekordnom cCase, za jednu dekaddu. Jednalo sa o jeden
z najuspesnejsich zachrannych programov pre cicavce.

Trofické funkcie

Délezitou komponentou modelov dravca a koristi, ¢i ide o ktorykolvek z vysSie uvedenych pripadov,
je troficka funkcia. Tato funkcia modeluje pdsobenie jedného predatora na populaciu koristi. Udava
rychlost, s akou spomaluje rast koristi jeden dravec. Je-li = velkost populacie koristi a y rychlost, s akou
jeden dravec spomaluje rast koristi (t. j. mnozstvo koristi ulovenej dravcom za jednotku ¢asu), mdzeme
tato funkciu matematicky zapisat v tvare

y = f(x).

Budeme sa snaZit najst prirodzené predpoklady, ktoré troficka funkcia musi spifiat. Potom sa pre fiu
pokusime najst vhodny analyticky tvar.

2Zdroj pozri https://www.iucnredlist.org/species/22781/13985603.
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Uloha 1. Predpoklady o pésobeni dravca na korist maji odraz vo vlastnostiach, ktoré musi mat
troficka funkcia.

1. Dravec v prostredi s chudobnou ponukou potravy mé aj chudobny tlovok. Viac koristi znamena

[ahSie dosiahnutie koristi a tym aj vacsi dlovok.

2. Bez potravy dravec ni¢ neulovi. Ak je mnoZstvo koristi nulové, je nulové aj mnozstvo koristi,
ktoré dravec ulovi za jednotku casu.

3. Dravce konzumuju potravu len do svojej saturacie. Je-li potravy nadostatok, dravce neulovi za
jednotku Casu viac potravy nez zodpoveda ich saturacii.

Vyjadrite tieto vlastnosti pomocou pojmov, ktoré pouzivame na popis vlastnosti funkcii. Aké vlastnosti
funkcii zodpoveda kazdy z uvedenych bodov?

Riesenie.

1. Funkcia y = f(x) je rastica.
2. Funkcia y = f(x) prechddza pociatkom, t. j. plati f(0) = 0.

3. Funkcia y = f(z) je zhora ohrani¢end. KedZe je funkcia rastlica a zhora ohrani¢end, tak m3 jej
graf vodorovn( asymptotu v nekonecne.

Troficka funkcia Hollingova typu Il

Troficka funkcia udava, kolko koristi zahubi jeden dravec za jednotku Casu pri danej velkosti populacie
koristi. Musi teda byt definovand na mnozine nezdpornych Cisel a funkéné hodnoty budd nezaporné
(toto plynie aj z bodov 1 a 2 v predchadzajicej tlohe). V predchadzajicej Casti bolo ukizané, ze
troficka funkcia méa prechadzat pociatkom a rast k vodorovnej asymptote (rast a ohrani¢enost zhora).
Tieto vlastnosti nebudi splnené, ak budeme hladat troficki funkciu medzi linedrnymi funkciami. Skisime
teda najjednoduchsiu nelinedrnu funkciu, nepriamu Gmernost.
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Obr. 2: Vlavo dve typické trofické funkcie, nazyvané funkcie Hollingova typu. Funkcia typu Il rastie stéle
pomalsie. Funkcia typu Il rastie zo zaciatku pomaly, rast sa zrychluje a potom opat spomaluje. Vpravo
funkcia typu Il ako Cast transformovaného grafu nepriamej dmernosti. (vlastny obrazok)
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Uloha 2. Vychédzajte z grafu funkcie y = % Na tejto funkcii vykonavajte transforméacie, ktoré menia
graf spésobom popisanym niZSie.

1. Preskalujte graf k-krat vo zvislom smere. Tym sa nezmeni monoténnost ani poloha vodorovnej
asymptoty, ale m6zeme menit rychlost rastu.

2. Prevratte graf okolo vodorovnej osi a posurite o S nahor. Tym dosiahneme toho, ze pre kladné
x bude funkcia rastiica a porastie k asymptote S.

3. Po uvedenych transformaciach ma graf v nule zvisld asymptotu a jeden priesecnik s vodorovnou
osou vpravo od pociatku. Posurite graf dolava tak, aby sa zvisld asymptota dostala vliavo od
zvislej osi a priese¢nik s osou x sa posunul do pociatku.

Riesenie. Funkcia, ktorej graf vznikne preskalovanim grafu funkcie y = % vo zvislom smere k-krat je

y=—.
X

Prevratenie dosiahneme vynasobenim funkcie faktorom —1 a posunu dosiahneme pripocitanim hodnoty

S. Tymito Gpravami dostavame funkciu

k
y=5—-—.
x

Posun dolava o b zabezpecdime substitlciou vyrazu  + b za x. Tym dostavame funkciu

k

=5—-—-:
Y r+b
Po prevedeni na spolo¢ného menovatela ma funkcia tvar

_Sz+8b k Sz+(Sb—k)
oz +b rz4+b x+b '

Ma-li platit f(0) = 0, musi byt splnend podmienka
Sb—k=0.

Tato podmienka ukazuje, ze tri konsStanty nie st nezavislé, ale je medzi nimi uvedena vézba.

Poznamka. V predchidzajicej dlohe sme odvodili analyticky tvar pre jednu zo zakladnych trofickych
funkcii. Jedna sa o rastiicu funkciu, ktord zo zaciatku rastie smerom k vodorovnej asymptote a rychlost
rastu postupne klesa. Taka funkcia sa nazyva Hollingova funkcia Il typu. Byva obvyklé ju pisat v tvare

Sx

w4 b @

fz) =

kde S je hladina saturacie a b konstanta, ktorej vyznam objasnime v nasledujicej Glohe.

Uloha 3. Ukézte, 7e pre velkost populacie rovnii b je hodnota trofickej funkcie (1) rovna polovici
hodnoty saturacie.

Riesenie. Priamym dosadenim do (1) dostdvame

iy b _Sb_S
b+b 20 27
Tym je tvrdenie dokazané.
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Nasledujdca tloha ukazuje opalny proces, ked z trofickej funkcie v tvare (1) odvodime tvar ukazujici
postupné transformacie funkcie y = +

z"

Uloha 4. Upravte predpis funkcie
6z

T+ 2

’y:

do zakladného tvaru, t. j. tak, aby sme mohli vycitat postupné transformacie funkcie y = % na graf
zadanej funkcie.

Riesenie. Ulohu vyriesime tak, ze zlomok Sikovne upravime. V Citateli vytvorime nasobok menovatela,
zlomok rozdelime na dva a skratime:

6z  6(x+2)—12 6(x+2) 12 1

= =6 2
T+ 2 T+ 2 T+ 2 T+ 2 T+ 2

Tento vypoclet ukazuje, ze graf uvedenej funkcie obdrZime rozsirenim grafu funkcie vo zvislom smere
dvanastkrat, prevratenim okolo vodorovnej osi, posunutim o Sest jednotiek nahor a dve jednotky dolava.

Rovnakého vysledku by sme dosiahli aj tak, Ze by sme menovatela vydelili ¢itatelom.

Uloha 5. Zostavte troficki funkciu, ak viete, Ze rychlost konzumacie potravy pri saturacii predatorov
je 6, a ze konzumacia prebieha polovic¢nou rychlostou pre populaciu koristi o velkosti 210.

Riesenie. Vdaka poznédmke pred tretou Glohou o vSeobecnom tvare trofickej funkcie vieme, Ze predpis

bude tvaru
Sz
Yy = 1D
kde S je hodnota saturacie predatora, t. j.
bz
YT avy

Hodnotu parametra b mdzeme rovno povedat vdaka Ulohe 3, ale mdzeme ju tie? rychlo dopoditat
z druhej podmienky zo zadania, kedze vieme, ze

6-210
T 21040
a odtial plynie b = 210. Predpis vyslednej funkcie je teda
6z
YT o210
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