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Funkcje troficzne w modelach drapieznik—
ofiara
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Modele matematyczne odgrywaja nieoceniong role w badaniach nad przyroda. Modele te nie tylko
pozwalajag nam przewidywaé przyszte zmiany, ale stuza réwniez kilku innym waznym celom.

Wykorzystanie modeli ekologicznych jest czasami okreslane jako stosowanie metod fizycznych w ekolo-
gii, poniewaz ekosystemy sa badane pod katem dynamiki populacji przy uzyciu technik matematycznych
opracowanych pierwotnie do rozwigzywania probleméw fizycznych. Wyniki takich modeli moga dostar-
czy¢ nastepujacych informacji:

= Prognozowanie. Umiejetnos¢ pracy z matematycznymi modelami ekosysteméw pozwala przewi-
dywaé przyszte zmiany. Moga one dotyczy¢ srodowiska stabilnego lub takiego, w ktérym zmieniaja
sie okreslone parametry. Zrozumienie modelu pozwala nam ocenié, jak takie zmiany wptyna na
ekosystem.

= Zrozumienie zasad. Modele matematyczne pomagaja ekologom i naukowcom bada¢ interakcje
miedzy réznymi elementami ekosysteméw i uzyskaé wglad w ich dynamike. To z kolei pomaga
zidentyfikowaé czynniki, ktére ksztattujg strukture i funkcjonowanie tych ekosysteméw.

= Optymalizacja procesu podejmowania decyzji. Modelowanie matematyczne moze by¢ réwniez
wykorzystywane do usprawnienia procesu podejmowania decyzji w takich obszarach, jak ochrona
réznorodnosci biologicznej lub zarzadzanie lasami i rybotéwstwem. Pomaga ono zidentyfikowaé
najskuteczniejsze strategie osiagniecia okreslonych celéw.

Jedna z podstawowych relacji ekologicznych jest interakcja drapieznik—ofiara. Relacja ta moze by¢ je-
dyna interakcja w danym ekosystemie lub moze jej towarzyszy¢ kilka innych. Znaczenie modelowania
wspétistnienia drapieznikéw i ofiar zostanie zilustrowane za pomoca kilku historycznie znaczacych mo-
deli.

Model Lotki-Volterry

W 1926 r. wtoski matematyk Vito Volterra opublikowat jeden z pierwszych modeli matematycznych
interakcji drapieznik—ofiara. Motywacja do tego byta obserwacja dokonana podczas | wojny Swiatowe;j,
kiedy ograniczenia pofowowe doprowadzity do wzrostu odsetka ryb drapieznych w potowach. Na te
zaskakujaca tendencje zwrdcit uwage Volterrze jego zieé, biolog morski Umberto D'Ancona, ktéry spo-
dziewat sie czego$ przeciwnego: zaktadat, ze zmniejszenie presji potowowej spowoduje wzrost udziatu
mniejszych gatunkéw ryb, ktdre stuza jako ofiary dla drapieznikéw. Model Volterry wyjasnit to zjawisko
jako wynik prostych interakcji miedzy rybami drapieznymi a ich ofiarami.

Model sktada sie z dwéch réwnan. Pierwsze opisuje populacje ofiar, zaktadajac, ze rosnie ona naturalnie,
ale wzrost ten jest ograniczony przez obecnos$¢ drapieznikéw. Wieksza liczba drapieznikéw spowalnia
wzrost populacji ofiar w bardziej znaczacy sposob. Jesli drapieznikéw jest zbyt wiele, populacja ofiar
moze nawet zacza¢ spadal i ostatecznie wyginaé. Drugie réwnanie opisuje populacje drapieznikéw.
Zaktada ono, ze bez ofiar drapiezniki wymieraja. Jednak im wiecej jest ofiar, tym bardziej tendencja ta
ulega odwréceniu, umozliwiajac wzrost populacji drapieznikdw.
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System ten w naturalny sposéb tworzy cykle. Obfito$¢ ofiar pozwala na wzrost populacji drapieznikdw.
Weraz ze wzrostem liczby drapieznikéw wywierajg one coraz wieksza presje na populacje ofiar, ostatecznie
doprowadzajac do jej spadku. Prowadzi to do niedoboru pozywienia dla drapieznikéw, co z kolei powoduje
spadek ich liczebnosci. W koncu populacja drapieznikéw staje sie tak mata, ze populacja ofiar odczuwa
mniejsza presje i moze ponownie wzrosnaé, ostatecznie osiggajac swdj pierwotny poziom. To z kolei
pozwala populacji drapieznikéw na odbudowe, a cykl sie powtarza. Te okresowe wahania liczebnosci
populacji mozna wyraznie zaobserwowa¢ w historycznych rejestrach handlu futrami z krélikéw $nieznych
i rysibw w rejonie Zatoki Hudsona.

Model Volterry wyjaséniat nie tylko powstawanie takich cykli, ale takze dlaczego ograniczenie polowan
lub potowdédw moze przesunaé punkt rownowagi — wokét ktdrego oscyluja obie populacje — na korzyéé
drapieznika, a nie ofiary. Zjawisko to, zaobserwowane przez D'Ancone, znane jest jako efekt Volterry.

Ten sam model zostat zaproponowany juz wczeéniej, w 1910 roku, przez amerykanskiego matematyka
Alfreda J. Lotke. Z tego powodu jest on obecnie znany jako model Lotki-Volterry.

A Linearized version — prey
—— predator

population

time

Rysunek 1: On the left, a typical pattern of predator and prey population sizes. A maximum of prey
is followed by a maximum of predator and then a decline in both populations. On the right, the island
fox, which has gone from being a top predator on its island to a prey endangered by extinction

Model paczkowca Swierkowego

Podobne okresowe wahania, jak te opisane w modelu Lotki-Volterry, mozna réwniez zaobserwowad
w lasach kanadyjskich. Mniej wiecej co 30—40 lat dochodzi do masowego pojawienia sie paczkowca
Swierkowego (Choristoneura fumiferana). Gatunek ten wystepuje zazwyczaj w stosunkowo niewielkiej
liczbie, ale w niektérych latach jego populacja wzrasta tysigckrotnie. Podczas takich epidemii larwy
moga zniszczy¢ nawet 80% drzew w lesie, skutecznie dewastujgc caty obszar. Jedna z ostatnich epidemii
na duza skale rozpoczeta sie w 2006 roku w Quebecu. Do 2019 roku dotkneta ona okoto 9,6 miliona
hektaréw laséw ["1] — obszar wiekszy niz powierzchnia Wegier. ["1]: source at https://www.nrcan.
gc.ca. W 1978 roku naukowcy D. Ludwig, D. D. Jones i C. S. Holling zaproponowali model, ktéry
nie tylko opisywat dynamike populacji brudnicy Swierkowej, ale takze pomagat wyjasni¢ mechanizmy
stojace za tymi epidemiami. Kluczowym czynnikiem byto drapieznictwo — a konkretnie ptaki zywigce sie
larwami brudnicy. W naturalnym ekosystemie ptaki pomagaty kontrolowa¢ populacje brudnicy, ale tylko
do pewnego momentu. Gdy las osiggnat wystarczajaca wielko$¢, zapewniat réwniez obfite pozywienie dla
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budworméw. Ich populacja wzrosta wtedy tak bardzo, ze ptaki osiagnety nasycenie i nie byty juz w stanie
konsumowac¢ larw w tempie wystarczajagcym do ograniczenia ich liczebnosci. W rezultacie rola ptakéw
jako drapieznikéw zmniejszyta sie, a populacja budworméw gwattownie wzrosta, powodujac ostatecznie
rozlegte szkody w lesie.

W tym przypadku drapieznictwo odgrywa kluczowa role w ograniczaniu populacji budworméw. Jednak
poniewaz ptaki rozmnazaja sie znacznie wolniej niz budwormy, ich populacje mozna uznaé za statg dla
celéw modelowania. Gdy ptaki osiaggna punkt nasycenia, moga ograniczy¢ wzrost populacji budworméw
tylko w ograniczonym zakresie. Po przekroczeniu pewnego progu kontrola ta staje sie nieskuteczna, co
prowadzi do niekontrolowanego wzrostu populacji i petnej epidemii.

Model liséw wyspowych

Lis wyspowy (Urocyon littoralis) to wyjatkowy gatunek, endemiczny ssak zyjacy wytacznie na kilku
matych wyspach u wybrzezy Kalifornii. Lis wyspowy, wielkoscia zblizony do kota domowego, jest nie-
zwykle ufny ze wzgledu na brak naturalnych drapieznikéw w swoim Srodowisku. Jako gatunek jest bardzo
wrazliwy i podatny na zagrozenia, charakteryzuje sie niska zmiennoscig genetyczna i ograniczona od-
pornoscia na choroby przenoszone z kontynentu. Jest jednym z najmniejszych psowatych na Swiecie i w
przeciwienstwie do wiekszosci innych przedstawicieli rodziny psowatych potrafi wspinaé sie na drzewa.

W wyniku dziatalnosci cztowieka populacja liséw wyspowych drastycznie spadta na przetomie tysiac-
leci. Na wyspie San Miguel liczba dorostych osobnikéw spadta z 450 w 1994 r. do zaledwie 15 w 1999
r.l. Podobna sytuacja miata miejsce na okolicznych wyspach, z ktérych kazda jest domem dla wtasnego
podgatunku lisa wyspowego. Spadek ten byt spowodowany tancuchem wydarzen: produkcja srodka owa-
dobdjczego DDT w latach 40. XX wieku doprowadzita do wyginiecia bielikéw amerykanskich (Haliaeetus
leucocephalus) na tym obszarze. W zwiagzku z ich brakiem pojawity sie orty przednie (Aquila chrysa-
etos). W przeciwienstwie do bielikéw, ktére zywia sie rybami, orty przednie preferuja ssaki, co okazato
sie katastrofalne dla lisbw wyspowych. Lis, niegdy$ najwiekszy drapieznik na wyspach, nagle stat sie
ofiara — i na poczatku XXI wieku gatunek ten znalazt sie na skraju wyginiecia. W przeciwienstwie do
modelu Lotki-Volterry, nie byto nadziei, ze populacja lisbw naturalnie si¢ odbuduje dzieki oscylacjom
drapieznik-ofiara, poniewaz orty miaty alternatywne Zrédta pozywienia, takie jak dziki i skunksy.

Na szczescie lis wyspowy zostat uratowany dzieki niezwyktym wysitkom konserwatorskim. Po prawidto-
wym zidentyfikowaniu przyczyn spadku liczebnosci populacji mozna byto rozpoczaé dziatania majace na
celu jej odbudowe. Konserwatorzy skupili sie na zwiekszeniu populacji liséw i stabilizacji ich Srodowiska.
Obejmowato to eliminacje dzikich $win, przeniesienie ortéw przednich, ponowne wprowadzenie bielikéw
amerykanskich, hodowle liséw w niewoli, wypuszczanie ich na wolno$¢ oraz szczepienia przeciwko wpro-
wadzonym chorobom. Wszystko to osiggnieto w rekordowym czasie — w ciggu zaledwie jednej dekady.
Stato sie to jednym z najbardziej udanych programéw odbudowy populacji ssakéw w historii.

Funkcje troficzne

Istotnym elementem modeli drapieznik—ofiara — niezaleznie od tego, ktéry z powyzszych przyktadéw
wezmiemy pod uwage — jest funkcja troficzna. Funkcja ta opisuje wptyw pojedynczego drapieznika na
populacje ofiar. Wyraza ona tempo, w jakim jeden drapieznik spowalnia wzrost populacji ofiar. Jesli
oznaczamy x jako wielko$¢ populacji ofiar, a y jako tempo, w jakim jeden drapieznik spowalnia wzrost
populacji ofiar (tj. iloé¢ ofiar ztapanych przez jednego drapieznika w jednostce czasu), to zalezno$¢ te

LFor source see https://www.iucnredlist.org/species/22781/13985603.
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mozna zapisaé matematycznie jako:

y=f(z).
Sprébujemy zidentyfikowa¢ kilka naturalnych zatozen, ktére powinna spetnia¢ kazda funkcja troficzna.
Nastepnie sprébujemy znalez¢é odpowiednig ogdlng postaé takiej funkgji.

Cwiczenie 1. Zatozenia dotyczace wptywu drapieznika na ofiare znajduja odzwierciedlenie we wia-
$ciwosciach, ktére musi spetniaé funkcja troficzna.

1. Drapieznik w Srodowisku, w ktérym jest mato pozywienia, ztapie réwniez mato ofiar. Wiecej
ofiar oznacza fatwiejszy dostep, a zatem wiekszy potéw.

2. Bez pozywienia drapieznik nie moze nic ztapaé. Jesli nie ma dostepnych ofiar, ilos¢ ofiar ztapa-
nych w jednostce czasu wynosi zero.

3. Drapiezniki spozywaja pokarm tylko do pewnego punktu nasycenia. Jesli ofiar jest zbyt duzo,
drapieznik nie ztapie wiecej w jednostce czasu niz wynosi jego maksymalna pojemnos¢.

Wyraz te stwierdzenia za pomoca terminologii matematycznej uzywanej do opisywania funkcji. Jakie
wtasciwosci funkcji odpowiadaja kazdemu z powyzszych punktow?

Rozwiazanie.

1. Funkcja y = f(z) jest rosnaca.
2. Funkcja y = f(x) przechodzi przez punkt poczatkowy, tj. f(0) = 0.

3. Funkcja y = f(x) jest ograniczona od géry. Poniewaz funkcja jest rosnaca i jest ograniczona od
gbry, jej wykres ma asymptote pozioma, gdy x dazy do nieskonczonosci.

Funkcja troficzna typu Il Hollinga

Funkcja troficzna wyraza, ile ofiar pojedynczy drapieznik konsumuje w jednostce czasu, biorac pod uwage
wielko$¢ populacji ofiar. Dlatego funkcja ta musi by¢ zdefiniowana wytacznie dla wartosci nieujemnych,
a jej wyniki réwniez musza by¢ nieujemne (wynika to z punktéw 1 i 2 poprzedniego ¢wiczenia). W
poprzedniej sekcji ustaliliSmy, ze funkcja troficzna powinna przechodzié przez punkt poczatkowy i rosnaé
w kierunku asymptoty poziomej — oznacza to, ze funkcja powinna rosnaé, ale by¢ ograniczona od gory.
WHtasciwosci te nie moga by¢ spetnione przez funkcje liniowa, dlatego przechodzimy do najprostszego
przypadku nieliniowego: odwrotnej proporcjonalnosci.
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Rysunek 2: On the left, two typical trophic functions, called Holling’s functions. The growth rate of the
function of type Il slows down. The type Ill function grows slowly at first, accelerates and then slows
down again. On the right, the type Il function as part of transformed graph of inverse proportionality.
(own figure)

Cwiczenie 2. Zacznij od wykresu funkcji y = % i zastosuj nastepujace przeksztatcenia:
1. Skaluj wykres w pionie o wspdétczynnik k. Nie zmieni to monotoniczno$ci funkcji ani pofozenia
jej asymptoty poziomej, ale dostosuje tempo wzrostu.

2. Odwré¢ wykres wokét osi poziomej i przesun go w goére o S. Ta transformacja sprawia, ze
funkcja rosnie dla dodatnich wartosci x i zbliza sie do asymptoty S wraz ze wzrostem z.

3. Po tych przeksztatceniach wykres ma asymptote pionowa w punkcie zero i jedno przeciecie z osia
pozioma po prawej stronie punktu poczatkowego. Przesun wykres w lewo, tak aby asymptota
pionowa znalaztfa sie po lewej stronie osi pionowej, a przeciecie z osig = zostato przesuniete do
punktu poczatkowego.

Rozwigzanie.

1. Funkcja uzyskana poprzez pionowe skalowanie y = % o wspdtczynnik k jest nastepujaca:

k
y=—.
x

2. Odwrécenie uzyskuje sie poprzez pomnozenie funkcji przez wspdtczynnik —1, a przesuniecie po-
przez dodanie wartosci S. Te poprawki daja funkcje
k
y=5—-—.
x
3. Przesuniecie w lewo o b uzyskuje sie poprzez zastapienie wyrazenia x+b za . Daje nam to funkcje

k
z+b

y=2=5
Po przeliczeniu na wspdlny mianownik funkcja przyjmuje postaé

 Se+Sb k S+ (Sb—k)
T ox+b x+b z+0b '
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Aby zapewni¢, ze f(0) = 0, musimy mie¢:
Sb—k=0

. Warunek ten pokazuje, ze trzy state nie s3 niezalezne, ale istnieje miedzy nimi zaleznos¢.

Uwaga. W poprzednim ¢wiczeniu wyprowadziliSmy ogdlng postaé jednej z podstawowych funkcji troficz-
nych. Jest to funkcja rosnaca, ktéra zaczyna sie w punkcie poczatkowym i stopniowo ro$nie w kierunku
asymptoty poziomej. Tempo wzrostu spada wraz z uptywem czasu. Taka funkcja nazywana jest funkcja
Hollinga typu |l. Zazwyczaj zapisuje sie ja w postaci:

Sz

fla) = =5 (), M

gdzie S jest poziomem nasycenia, a b jest stata, ktérej znaczenie zostanie wyjasnione w nastepnym
¢wiczeniu.

Cwiczenie 3. Pokaz, ze gdy populacja ofiar jest réwna b, warto$¢ funkcji troficznej (1) jest réwna
potowie poziomu nasycenia.

Rozwigzanie. Podstawiajac bezposrednio x = b do (1), otrzymujemy

Sb Sb S
o=y ~% "7
To dowodzi twierdzenia.

Ponizsze ¢wiczenie ilustruje proces odwrotny, w ktérym z funkcji troficznej w postaci (1) wyprowadzimy

postaé, ktéra pokazuje, jak mozna ja uzyskaé poprzez kolejne przeksztatcenia funkcji y = £

Cwiczenie 4. Przepisz funkcje
6z
T+2

do postaci podstawowej, tak aby funkcja ta mogta by¢ postrzegana jako wynik kolejnych przeksztatcen
wykresu funkcji y = .

y:

Rozwiazanie. Aby rozwiazal to zadanie, sprytnie przepisujemy utamek. W liczniku tworzymy wielokrot-
no$¢ mianownika, dzielimy wyrazenie na dwa utamki i upraszczamy:

6x _6(x+2)—12_6(:r+2)_ 12 612 1
x+2 -+ 2 T ox+2 x+2 T+ 2

Obliczenia te pokazuja, ze wykres danej funkgcji uzyskuje sie poprzez skalowanie wykresu funkgcji y = %
w pionie o wspdfczynnik 12, odwrécenie go wzgledem osi poziomej i przesuniecie o 6 jednostek w gore
i 2 jednostki w lewo.

Ten sam wynik mozna uzyska¢, wykonujac dzielenie wielomianowe licznika przez mianownik.

Cwiczenie 5. Skonstruuj funkcje troficzna, zaktadajac, ze tempo konsumpcji pokarmu przy nasyceniu
drapieznikéw wynosi 6, a tempo konsumpcji jest o potowe mniejsze, gdy populacja ofiar wynosi 210.

Rozwiazanie. Z uwagi przed ¢wiczeniem 3 wiemy, ze ogdlna postaé funkcji troficznej jest nastepujaca:

Sz
y =
x+b
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gdzie S jest wartoScig nasycenia drapieznika, wiec podstawiamy S = 6:

6x
x+b

y:

Wartos$¢ parametru b mozemy od razu okre$li¢ na podstawie wyniku ¢wiczenia 3, ale mozemy ja réwniez
szybko obliczy¢ na podstawie drugiego warunku podanego w tresci zadania. Wiemy, ze

~6-210
21040

i stad otrzymujemy b = 210. Ostateczna posta¢ funkcji jest wiec nastepujaca:

6x
x+210°

y:
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