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Trofické funkce v modelech dravce a
koristi
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P¥i studiu pfirody hraji neocenitelnou roli matematické modely. Tyto modely oteviraji cestu k predpo-
védim budouciho vyvoje, ale pIni i dalSi a dalezitéjsi role.

Pouzivani ekologickych modeld byva nékdy zminovano jako fyzikalni postupy v ekologii, protoze se
studuje ekosystém z hlediska vyvoje populaci a pouzivaji se k tomu matematické metody pidvodné
odvozené na feseni fyzikalnich Gloh. Vystupy z modeli poté nesou napriklad nasledujici informace.

= Predikce Schopnost pracovat s matematickymi modely ekosystém( umoziuje predpovidat budouci
vyvoj. MiiZe se jednat o vyvoj v neménném prostredi, nebo vyvoj v prostiedi, ve kterém se néktery
z parametrt méni. Znalost modelu potom umozni posoudit, jaky méa tato zména vliv na ekosystém.

= Porozuméni principiim Matematické modely umoziuji ekologlim a védciim zkoumat interakce
mezi riznymi slozkami ekosystémi a porozumét dynamice téchto systémd. Pomahaji tim identi-
fikovat faktory ovliviiujici strukturu a funkci téchto ekosystémd.

= Optimalizace rozhodovani Matematické modelovani ekosystém( miize byt pouzito k optimalizaci
rozhodovani v oblastech jako je ochrana biodiverzity nebo management lesti a rybolovu. Pomaha
identifikovat nejlepsi strategie pro dosazeni vytyCenych cili.

Jednim ze zakladnich vztah( v ekosystémech je vztah dravce a koristi. Tento vztah mize byt jedinou
interakei v ekosystému nebo miize byt doplnén interakcemi dalSimi. Dilezitost modelovani souziti dravce
a koristi si objasnime na nasledujicich historicky vyznamnych modelech.

Lotkuv-Volterriuv model

V roce 1926 publikoval jeden z prvnich modell dravce a koristi italsky matematik Vito Voterra. Motivaci
k sestaveni tohoto modelu byla skutecnost, Ze béhem omezeni rybolovu za prvni svétové valky v tlovcich
vzrostlo procento dravych ryb. Na tuto skutecnost upozornil Volterru jeho zet, morsky biolog Umberto
D’Ancona, ktery si uvedeny jev nedokazal zdivodnit. Dokonce Cekal pravy opak: pti omezeni rybolovu
predpokladal zvyseni procentualniho podilu druhd mensich ryb, které jsou potravou pro dravce. Volterriiv
model toto chovani vysvétluje jako disledek jednoduché predstavy interakce mezi dravymi rybami a
kofisti.

Model obsahuje dvé rovnice. Prvni rovnice popisujici populaci kofisti obsahuje predpoklad, Ze tato
populace prirozené roste, ale rist je zpomalen plsobenim dravci. Vice dravci vede k vétsimu zpomalenf
rastu kofisti. P¥ilis mnoho dravci mize vést dokonce k tomu, Ze velikost populace kofisti bude klesat a
kofist vymre. Rovnice vénovana populaci dravcil obsahuje predpoklad, Ze bez pfitomnosti kofisti populace
dravce vymira. Cim vice kofisti ale maji dravci k dispozici, tim spide se toto vymirani prevrati v nardst
populace dravce.

V systému popsaném vyse vznikaji pfirozené cykly. Dostatek kofisti umozni narist populace dravci.
Mnoho dravci poté piisobi na populaci kofisti negativné do té miry, Ze populace kofisti zaéne vymirat.
Toto vymirani ma za nasledek nedostatek potravy pro dravce a ti zaCnou také vymirat. Po Case je
populace dravce redukovana natolik, Ze kofist pfitomnost dravce pocituje malo. Proto miize jeji populace
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zase rlst a namnozit se do pivodniho stavu. To vSak opét umozni rist populace dravce a uzavira se
cyklus. Velmi pékné jsou periodické zmény velikosti obou populaci patrné ze zaznami vykupu koZzesin
snézného zajice a rysa v oblasti Hudsonova zalivu.

Volterra svym modelem vysvétlil nejenom vznik cykld, ale i to, Ze omezenim lovu se rovnovazna poloha,
okolo které populace dravce a kofisti osciluji, posune ve prospéch dravce a nikoliv kofisti. Tento jev,
kterého si vs§iml D'Ancona, se nazyva Volterriiv efekt.

Stejny model jako Volterra navrhl jiz v roce 1910 americky matematik Alfred J. Lotka, a proto se model
dnes nazyva Lotkav-Volterriiv model.
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Obrazek 1: Vlevo typicky pribéh velikosti populaci dravce a kofisti. Po maximu kofisti nasleduje ma-
ximum dravce a poté propad obou populaci. Vpravo liska ostrovni, ktera se z vrcholového predatora na
svém ostrové stala koristi na pokraji vyhubeni.

Model obalec¢e smrkového

Podobné periodické vykyvy jako v Lotkové-Volterrové modelu je mozné pozorovat i v kanadskych lesich.
Zde p¥iblizné po 30 aZ 40 letech dochézelo k masovému pfemnoZeni obalece smrkového ( Choristoneura
fumiferana). Populace tohoto motyla je relativné mala, ale nékteré roky se zvysi tisicindsobné a jeho
housenky dokazi zahubit az 80% strom(i v lese a ten tak prakticky zni¢it. Jeden z poslednich masovych
vyskytt byl od roku 2006 v Quebecu. Zde bylo do roku 2019 zasaZeno cca 9,6 milionu hektar(i lesa !,
coz je vice nez rozloha Madarska.

V roce 1978 navrhli védci D. Ludwig, D. D. Jones a C. S. Holling model, ktery dokazal nejenom
modelovat vyvoj populace obalele, ale pomohl objasnit i divody, pro¢ k popisovanému premnozenf{
dochéazi. Diivodem byla predace. V tomto ptipadé slo o konzumaci housenek obalece ptaky. Ptaci slouzili
v ptirodé jako faktor omezujici poc¢ty housenek, ovéem jenom do jistého limitu. Kdyz se les dostatecné
rozrostl, poskytl dostatek potravy i populaci housenek. Populace housenek se pak rozrostla do takové
miry, ze ptaci dosahli pfi konzumaci potravy své saturace a nedokazali dal stavy housenek redukovat.
Tim se role ptaki jako predatord stala méné vyznamnou a populace housenek se mohla velmi rychle
mnozit a poté zdevastovat les.

V tomto pripadé je predace dillezitd pro omezeni populace housenek. Protoze ptaci jako predatofi maji

1Zdroj viz https://www.nrcan.gc. ca.

2 The portal Math4U is developed within the international projects of the
Department of Applied Mathematics (VSB-Technical University of Ostrava)
and other institutions in Czechia, Poland, Slovakia, and Spain.

Funded by
the European Union




MATHO) U math e
Results matter!

mnohem pomalejsi cyklus rozmnozovani nez obalec, je mozné jejich populaci povazovat za konstantni.
Diky saturaci poté ptaci dokazi omezit rychlost ristu obalece jen do omezené miry. Toto omezeni vSak
od urcité velikosti populace obalece prestava stalit a dojde k jeho nekontrolovatelnému premnozeni.

Model lisky ostrovni

Liska ostrovni (Urocyon littoralis) je jedineény Zivo&isny druh, endemit Zijici jenom na ostrivcich okolo
Kalifornie. Je velkd jako kocCka a diky absenci pfirozenych nepratel divéfiva. Jako druh je citliva a
zranitelna vlivem malé genetické variability a malé odolnosti vii¢i nemocem zavleCenym z pevniny. Je to
jedna z nejmensich psovitych selem. Na rozdil od ostatnich psovitych Selem ale umi Splhat po stromech.

Vlivem cinnosti Clovéka se populace lisky ostrovni dostala na pfelomu tisicileti do velkych potizi. Na
ostrové San Miguel klesla populace z 450 dospélych jedincii v roce 1994 na 15 v roce 1999 2. Podobn4
situace byla i na okolnich ostrovech, z nichz kazdy je osidlen samostatnym poddruhem lisky ostrovni.
P¥icinou dhynu byl cely fetézec udalosti: produkce insekticidu DDT ve 40. letech 20. stoleti méla za
nasledek vymrteni orla bé&lohlavého (Haliaeetus leucocephalus) a ten byl nahrazen orlem skalnim (Aquila
chrysaetos). Predatora Ziviciho se rybami timto na ostrové vystfidal predator preferujici savce. Toto bylo
pro lisky ostrovni fatalni. Lisky, d¥ive vrcholni predatofi, se najednou staly koristi a na prelomu tisicileti se
ocitly tésné pred vyhubenim. A na rozdil od Lotkova—Volterrova modelu nebylo mozné doufat v navrat
lisek na plvodni stavy diky oscilacim, protoZe orli méli i alternativni potravu v podobé divokych prasat
a skunkd.

Nastésti se nesmirnym Gsilim podafilo lisky ostrovni jako druh zachranit. Nejprve se podafilo spravné
identifikovat priciny jejich abytku. Poté jiz stacilo populaci lisek opétovné rozmnozit a zajistit podminky,
ve kterych je populace stabilni. To zahrnovalo vybiti divokych prasat, presidleni orlii skalnich, navrat
orli bélohlavych, umélé rozmnozeni lisek, jejich navrat do prirody a jejich vakcinaci proti zavleCenym

vvvvvv

zachrannych program( pro savce.

Trofické funkce

Dilezitou komponentou modelli dravce a kofisti, at se jednad o kterykoliv z vySe uvedenych pripadd, je
troficka funkce. Tato funkce modeluje plsobeni jednoho predatora na populaci koristi. Udava rychlost,
s jakou zpomaluje rlst koristi jeden dravec. Je-li x velikost populace kofisti a y rychlost, s jakou jeden
dravec zpomaluje rist kofisti (tj. mnoZstvi kofisti ulovené dravcem za jednotku &asu), miZeme tuto
funkci matematicky zapsat ve tvaru

y=f(z).
Budeme se snazit najit prirozené predpoklady, které troficka funkce musi splfovat. Poté se pro ni poku-
sime najit vhodny analyticky tvar.

2Zdroj viz https://www.iucnredlist.org/species/22781/13985603.
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Uloha 1. Predpoklady o piisobeni dravce na koFist maji odraz ve vlastnostech, které musi mit troficka
funkce.

1. Dravec v prostfedi s chudou nabidkou potravy ma i chudy tlovek. Vice kofisti znamena snazsi
dosah koristi a tim i vétsi dlovek.

2. Bez potravy dravec nic neulovi. Pokud je mnozstvi kofisti nulové, je nulové i mnozstvi koristi,
které dravec ulovi za jednotku ¢asu.

3. Dravci konzumuji potravu jenom do své saturace. Je-li potravy nadbytek, dravci neulovi za
jednotku Casu vice potravy nez odpovida jejich saturaci.

Vyjadrete tyto vlastnosti pomoci pojmi, které pouzivame pro popis vlastnosti funkci. Jaké vlastnosti
funkci odpovida kazdy z uvedenych bodi?

Resen.

1. Funkce y = f(z) je rostouci.
2. Funkce y = f(z) prochézi pocatkem, tj. plati f(0) = 0.

3. Funkce y = f(z) je shora ohraniéend. Jelikoz je funkce rostouci a shora ohranicena, tak ma jeji
graf vodorovnou asymptotu v nekonecnu.

Troficka funkce Hollingova typu |I

Troficka funkce udava, kolik kofisti zahubi jeden dravec za jednotku Casu pFi dané velikosti populace
koristi. Musi tedy byt definovdna na mnoziné nezipornych Cisel a funkéni hodnoty budou nezaporné
(toto plyne i z bodli 1 a 2 v predchozi dloze). V predchozi &asti bylo ukazano, Ze troficka funkce ma
prochazet poCatkem a riist k vodorovné asymptoté (riist a ohranicenost shora). Tyto vlastnosti nebudou
splnény, pokud budeme hledat trofickou funkci mezi linedrnimi funkcemi. Zkusime tedy nejjednodussi
nelinearni funkci, nepfimou Gmérnost.
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Obrazek 2: Vlevo dvé typické trofické funkce, nazyvané funkce Hollingova typu. Funkce typu Il roste
stale pomaleji. Funkce typu Il roste ze zacatku pomalu, rist se zrychluje a poté opét zpomaluje. Vpravo
funkce typu Il jako ¢ast transformovaného grafu nepfimé imérnosti. (vlastni obrazek)

4 The portal Math4U is developed within the international projects of the
Department of Applied Mathematics (VSB-Technical University of Ostrava)
and other institutions in Czechia, Poland, Slovakia, and Spain.

Funded by
the European Union




© 2016-2025 MATH4U

U math4u.vsb.cz

MATH

Results matter!

Uloha 2. Vyjdéte z grafu funkce y = % Na této funkci provadéjte transformace, které méni graf
zplsobem popsanym nize.

1. Preskalujte graf k-krat ve svislém sméru. Tim se nezméni monotonie ani poloha vodorovné
asymptoty, ale miizeme ménit rychlost ristu.

2. Prevratte graf okolo vodorovné osy a posurite o S nahoru. Tim docilime toho, Ze pro kladné z
bude funkce rostouci a poroste k asymptoté S.

3. Po uvedenych transformacich ma graf v nule svislou asymptotu a jeden prisecik s vodorovnou
osou vpravo od pocatku. Posunte graf doleva tak, aby se svisld asymptota dostala vlevo od
svislé osy a prisecik s osou x se posunul do pocatku.

Reseni. Funkce, jejiz graf vznikne preskalovanim grafu funkce y = % ve svislém sméru k-krat je
y=—-
x

PFevraceni dosdhneme vynasobenim funkce fakorem —1 a posunu docilime p¥i¢tenim hodnoty S. Témito
Gpravami dostavame funkci

k
y=5—-—.
x
Posun doleva o b zajistime substituci vyrazu x 4+ b za . Tim dostavame funkci
k
=5-—
Y r+b

Po prevedeni na spole¢ného jmenovatele ma funkce tvar

_Sz+S8b  k Sz+(Sb—k)
) z4+b x+b '

Ma-li platit f(0) = 0, musi byt splnéna podminka
Sb—k=0.

Tato podminka ukazuje, Ze t¥i konstanty nejsou nezavislé, ale je mezi nimi uvedena vazba.

Poznamka. V predchozi Gloze jsme odvodili analyticky tvar pro jednu ze zakladnich trofickych funkci.
Jednd se o rostouci funkci, kterd z pocatku roste smérem k vodorovné asymptoté a rychlost ristu
postupné klesd. Takova funkce se nazyva Hollingova funkce Il typu. Byva obvyklé ji psat ve tvaru

fla) = 22 (1)

x+0b’

kde S je hladina saturace a b konstanta, jejiz vyznam objasnime v nasledujici dloze.

Uloha 3. UkaZte, Ze pro velikost populace rovnu b je hodnota trofické funkce (1) rovna poloviné
hodnoty saturace.

Reseni. Pfimym dosazenim do (1) dostavame

= S _Sb_S
b+b 20 2
Tim je tvrzeni dokazano.
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Nésledujici kol ukazuje opalny proces, kdy z trofické funkce ve tvaru (1) odvodime tvar ukazujici

postupné transformace funkce y = &

z"

Uloha 4. Upravte predpis funkce
6z

T+ 2

’y =
do zakladniho tvaru, tj. tak, abychom mohli vycist postupné transformace funkce y = % na graf
zadané funkce.

Reseni. Ulohu vyresSime tak, ze zlomek Sikovné upravime. V (Citateli vytvofime nasobek jmenovatele,
zlomek rozdélime na dva a zkratime:

6x 6(x+2)—12  6(z+2) 12 _19 1
T+ 2

a:—|—2: T+ 2 Tz +2 x—|—2:

Tento vypoclet ukazuje, ze graf uvedené funkce obdrzime rozsitenim grafu funkce ve svislém sméru
dvanactkrat, prevracenim okolo vodorovné osy, posunutim o Sest jednotek nahoru a dvé jednotky doleva.

Stejného vysledku bychom docilili i tak, ze bychom jmenovatele vydélili Citatelem.

Uloha 5. Sestavte trofickou funkci, pokud vite, Ze rychlost konzumace potravy p¥i saturaci predatorii
je 6, a ze konzumace probiha poloviéni rychlosti pro populaci koristi o velikosti 210.

Reseni. Diky poznamce pred tteti Glohou o obecném tvaru trofické funkce vime, Ze predpis bude tvaru

Sz
L
kde S je hodnota saturace predatora, tj.
6x
Yot

Hodnotu parametru b miizeme rovnou fFici diky Uloze 3, ale mizeme ji téZ rychle dopoditat z druhé
podminky ze zadani, jelikoz vime, Ze

_6-210
- 210+b
a odtud plyne b = 210. Pfedpis vysledné funkce je tedy
6z
YT er210
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