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Goniometrické funkcie a periodické javy

Zakladné goniometrické funkcie sinus a kosinus sa Casto pouzivaji na modelovanie svetelnych, zvuko-
vych a elektromagnetickych vin. Daji sa pouzit aj na aproximéciu ! daldich periodickych javov, ako sii
napriklad priliv a odliv alebo krvny tlak. Pochopenie tychto funkcii (a ich jednotlivych ¢asti) ndm umoz-
nuje efektivne predpovedat a analyzovat periodické javy a ich vlastnosti. M&zeme napriklad vypocitat
vyéku morskych vin alebo &as prilivu. V nasledujiicom texte sa zameriame na funkcie, ktoré aproximujt
krvny tlak.

Zakladné informacie o krvnom tlaku

Srdce funguje ako pumpa, ktord pohana okysli¢end krv do ciev celého tela, aby mu dodala potrebny
kyslik a Ziviny. Krvny tlak je tlak, ktorym pdsobi krv na stenu cievy, cez ktori preteka. Tento tlak
je rbézny v rdznych Castiach krvného obehu. BeZzne sa krvny tlak chipe ako arteridlny (tepnovy) tlak,
teda tlak krvi vo velkych tepnach. Ak je vas krvny tlak prili§ vysoky, zatazuje vase tepny (a srdce), ¢o
moze viest k srdcovému infarktu alebo mozgovej prihode. Vysoky krvny tlak, odborne hypertenzia, sa
zvycajne nijako nepocituje ani nepozoruje. Nema tendenciu spésobovat zjavné priznaky ¢i symptémy.
Jediny sposob, ako zistit hodnotu krvného tlaku, je nechat si ho zmerat. Prvé meracie pristroje uréovali
krvny tlak podla vysky stipca ortuti, preto sa jeho hodnota dodnes uvadza v milimetroch ortuti. Zapisuje
sa ako pomer dvoch ¢&isel. Ak je vasa hodnota napriklad 120/80 mm Hg, krvny tlak sa éita ako 120 na
80.

Vyssie Cislo udava systolicky krvny tlak. Jednd sa o najvyssiu hodnotu, ktord tlak dosiahne, ked srdce
bije a vytlaca krv do ciev. Nizsjie Cislo je diastolicky krvny tlak a je to naopak najnizSia Groven tlaku
v okamihu, ked sa srdcovy sval medzi ddermi uvoliuje. Nizsie uvedend tabulka zobrazuje rozmedzie
nizkeho, normalneho a vysokého krvného tlaku.

L Aproximéacia znamena priblizné, ale verné vyjadrenie &isla alebo funkcie, ale tiez fyzikalneho zékona & prirodného javu.
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Pifehled hodnot krevniho tlaku

Vysoky krevni tlak

Vy$8i normalni aZ hraniéni tiak

Normalni krevni tlak

Systolicky tlak (mm Hg)

Nizky krevni tlak

40 50 60 70 80 90 100

Diastolicky tlak (mm Hg)

Obr. 1: Tabulka krevného tlaku

Aproximacia funkcie krvného tlaku

Pri stahoch srdca sa krvny tlak cyklicky zvy3uje a zniZuje. Dizka trvania jedného srdcového tepu teda
zodpoveda peridde funkcie, ktora opisuje krvny tlak. Kazda periéda funkcie merania krvného tlaku
teda zodpovedd jednému srdcovému tepu (uddva, ako dlho trva, kym sa dokonéi cyklus srdcového
tepu) Lokalne maximum funkcie predstavuje systolicky tlak a lokalne minimum diastolicky tlak. Funkciu
krvného tlaku mézeme priblizne nahradit sinusovou alebo kosinusovou funkciou.

Vseobecny tvar funkcie sinus je
f(x)=a-sin(bx+c)+d,

kde a je amplitida, ktord urcuje, ako vysoko alebo nizko sa sinusoida pohybuje od svojej strednej

hodnoty. Hodnota b ovplyviiuje periédu funkcie (plati, Ze periéda je rovni %) Clen ¢ uréuje posun

v smere osy x a d posun ve sméru osy .

Uloha 1. Porovnajte nasledujiice dve funkcie
[T
Pyi(t) =25 - sin ?t + 105, P»(t) =30 - cos (27t) + 125,
ktoré aproximuja krvny tlak dvoch réznych fudi. Premenna ¢ predstavuje ¢as v sekundach. Pre kazdd
funkciu urcte periédu funkcie (dizku jedného srdcového tepu) a urcite tepovi frekvenciu (pocet dderov

srdca za mindtu).

Riesenie. Periédu p; funkcie P; mbézeme vypocitat ako

2
p1 = 7—: = §sekundy.
a7

Kedze doba trvania jedného srde¢ného tepu je g sekundy, tepova frekvencia f; bude

fi= ? = 70 tderov za minitu.
7
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Rovnako pre funkciu P, bude periéda

2
P2 = T _ 1 sekunda.
2w
Tepova frekvencia je teda fo = 60 dderov za minutu.

Uloha 2. Nakreslite grafy funkcii zo zadania prvej tlohy. Ak mate moznost, pouzite vhodny softvér
(napriklad program GeoGebra). Pomocou tabulky krvného tlaku urcte, ako st na tom prislusni ludia
s hodnotou krvného tlaku.

Riesenie. Na vykreslenie grafu funkcie bude os x predstavovat ¢as ¢ v sekundach. Os y bude predstavovat
krvny tlak P v milimetroch ortuti. Jednotky na osiach zvolime tak, aby graf vyzeral prehladne. Vhodna
volba je napriklad taka, ze jednej jednotke na osi x zodpoveda sto jednotiek na osi y. V rieSeni na
obrazku je zvoleny pomer jednotiek na osiach 1 : 125. Funkcia

P, =25 -sin <7;rt) + 105

osciluje okolo hodnoty 105, amplitida je rovna 25. Lokalne maxima funkcie budd mat teda funk<énd
hodnotu 105425 = 130 (systolicky tlak). Lokalne minima funkcie budd mat funkénii hodnotu 105—25 =
80 (diastolicky tlak).

Funkcia
P, =30 - cos (27t) + 125

osciluje okolo hodnoty 105, amplitida je rovna 30. Lokalne maxima funkcie budd mat teda funk<nd
hodnotu 125+30 = 155 (systolicky tlak). Lokalne minima funkcie budi mat funként hodnotu 125—30 =
95 (diastolicky tlak).

Obr. 2: Grafy funkcii z dlohy 1

Funkcia P; je priblizne funkciou tlaku 130 na 80, podla tabulky z dvodu zodpovedd hodnotdm medzi
normalnym a vysokym tlakom (v niektorych krajindch sa povazuje za normélny tlak, v niektorych kra-
jinach je to uz spodné hranica vysokého krvného tlaku). Funkcia P2 zodpoveda tlaku 155 na 95, tento
tlak je vysoky.

Vizualizacia takychto grafov pomaha porozumiet zmendm krvného tlaku a pochopit dalSie periodické
javy, ¢o je nevyhnutné ako v matematickych stadiach, tak v praktickych aplikaciach.

Vysoky krvny tlak je nebezpelny stav a hlavny rizikovy faktor srdcovych ochoreni a mftvice. Zdravy
Zivotny Styl, napriklad strava s vysokym obsahom ovocia a zeleniny a nizkym obsahom sodika, ako
aj fyzicka aktivita, mdze pomoct predchadzat vysokému krvnému tlaku. Vysokd hodnota z jediného
merania nemusi nutne znamenat, ze mate vysoky krvny tlak, pretoze na krvny tlak moze pocas dna
pbsobit mnoho faktorov, napriklad teplota, doba posledného jedla alebo stres. Vdaka tomu, ze sme si
funkcie P; a P» vykreslili, vidime na prvy pohlad, aké si medzi nimi rozdiely. Niekedy vSak mézu mat
dve funkcie dané na prvy pohlad réznymi predpismi ten isty graf. Spoznali by ste napriklad na prvy
pohlad, Zze tomu tak je u nasledujdcich dvoch funkcii?
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—sing—x = cos dr_m
Y= 5 Y= 5 9

Tieto funkcie maji rovnaky graf a velkost ich periddy je

27 107
5=
= 3
Ale pozor, graf funkcie y = cos (22 — Z) nie je oproti grafu funkcie y = cos 32 posunuty v smere osi x

o 3, ako by sa z predpisu funkcie na prvy pohlad mohlo zdat, ale o Stvrtinu peri6édy tejto funkcie. To
mozeme vidiet, ak si predpis vhodne upravime:

= cos dv_m = cos 3 J;—5—7T
y= 5 2)° 5 6

Na porovnanie dvoch takychto funkcii by teda bolo lepsie, keby sme mohli jednu previest na druhd.
Tymto sa prave bude zaoberat nasledujica tloha.

Uloha 3. Vyjadrite funkciu P; z Ulohy 1. pomocou funkcie kosinus namiesto funkcie sinus.
Riesenie. Pre funkcie sinxz a cosx v zakladnom tvare platf

. T
sinx = cos z-3)

kde 5 je Stvrtina periédy. Periéda funkcie P je p1 = g, Stvrtina periddy je

Plati teda

a funkciu P; mdzeme vyjadrit nasledovne

s 1
P, =25 cos (325 — 2#) + 105.

V predchadzajicej tlohe by sme mohli funkcie tiez zamenit a vyjadrovat funkciu P, pomocou funkcie
sinus.

Uloha 4. Najdite predpis funkcie, ktora aproximuje funkciu krvného tlaku zdravého &loveka v pokoji.
Jeho srdcova frekvencia je 50 tepov za mindtu. Maximalny krvny tlak je 110 mm Hg a minimalny
70 mm Hg.

Riesenie. Na aproximaciu funkcie krvného tlaku pouzijeme napriklad funkciu sinus (riesenie pre funkciu
kosinus by bylo obdobné).
Amplitdda funkcie je w = 20 a funkcia osciluje okolo hodnoty w = 90.

Peridda funkcie je

60 6
p=— ==
50 5’
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t. j. jeden srdcovy tep trva 1,2 sekundy. Zo vztahu

pre periédu p funkcie dostdvame b = %w.

Hodnotu ¢ mézeme zvolit fubovolne, najjednoduchsie je zvolit ¢ = 0. Dosadenim vyssie uvedenych
hodnét do vSeobecného tvaru funkcie dostavame

P(t) =20 -sin (5;15) + 90.

Této funkcia priblizne modeluje krvny tlak osoby so zadanymi hodnotami ako funkciu ¢asu (v sekundach).

Auskultacna technika merania krvného tlaku

Na zaver eSte uvedme, ako sa v realite tlak naozaj meria. Jedna z presnych metéd je tzv. auskultacna
technika. Pri tejto metdde sa pouziva tonometer, pozostavajlci z gumovej manzety, nafukovacieho vaku
a manometra (mechanické meradlo tlaku), a fonendoskop.

Gumova manZeta tonometra sa nasadi priblizne na polovicu ramena. Tlak v manzZete sa zvysi tak, aby
prevySoval tlak v tepne. Tym sa z manzety stane umelo vytvorena prekazka krvnému prietoku. Postupnym
pomalym znizovanim tlaku v manzete d6jde v urditom okamihu k obnoveniu prietoku krvi.

Tlak v manZete vSak na zaciatku spdsobi deforméaciu tepny, vdaka ktorej je pridenie prenikajicej krvi
turbulentné. Hodnota tlaku, pri ktorej zacinaji byt vo fonendoskope pocutelné srdcové ozveny, zodpo-
veda hodnote systolického krvného tlaku.

Ozveny st pocutelné dovtedy, kym tlak v manzete postacuje na deformaciu tepny a tym na udrzanie
turbulentného pradenia. Hned ako tlak v manzete poklesne natolko, Ze uz nestaci tepnu deformovat,
obnovi sa pévodné pridenie krvi a ozveny prestani byt pocCutelné. Tlak pri poslednej pocutelnej ozvene
zodpoveda hodnote diastolického krvného tlaku.

Spresinovanie

Zostava dodat, Ze realistickejSie vyjadrenie funkcie krvného tlaku je narocnejSie a vyzaduje sicty goni-
ometrickych funkcii s réznymi periédami.

Na nasledujicom obrazku vidime konkrétny priklad takéhoto sictu a prislusny graf. Sidcasne je na
obrazku znazornené meranie krvného tlaku. Rychlost vypuistania manzety je priblizne konstantna. Tlak
v manzete teda klesd konstantnou rychlostou (opéat priblizne) a na obrézku je znizorneny priamkou.
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mm Hg I .
| Systolicky krevni tlak —12sin <24—“t = 1) + 24 cos (12—7r t) +90
i e 5 2 5
, (prvni slySeny zvuk)

Diastolicky krevni tlak
(posledni slyseny zvuk)

tlak manzety

¢as méreni

Obr. 3: Priklad stc¢tu sinu a kosinu s réznymi periédami

Spresnovanie priebehu funkcie krvného tlaku pomocou sictov sinusov a kosinusov uz stvisi s tzv. Fou-
rierovou vetou, ktord hovori, ze spojit periodick( funkciu mozno vyjadrit ako stcet nekonecného poctu
funkcii sinus a kosinus, pricom kazdy z tychto ¢lenov méa urcitd amplitddu a periédu.

Tento vysledok ziskal v roku 1822 franciizsky matematik Joseph Fourier ako stcast rieSenia rovnice
vedenia tepla. Jednd sa o kliCovy koncept pre analyzu a pochopenie akychkolvek periodickych javov.
Fourierova veta je zdkladom spracovania signélov.
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