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Goniometrické funkce a periodické jevy

Zakladni goniometrické funkce sinus a kosinus se ¢asto pouzivaji k modelovani svételnych, zvukovych a
elektromagnetickych vin. Lze je také pouzit k aproximaci ! daldich periodickych jevii, jako je naptiklad
priliv a odliv nebo krevni tlak.

Pochopeni téchto funkei (a jejich jednotlivych &asti) ndm umoziiuje efektivné predpovidat a analyzovat
periodické jevy a jejich vlastnosti. Mzeme napriklad vypoditat vysku vin v oceadnu, nebo ¢as prilivu.
V nasledujicim textu se zaméfime na funkce aproximujici krevni tlak.

Zakladni informace o krevnim tlaku

Srdce funguje jako pumpa, kterd pohani okyslicenou krev do cév celého téla, aby mu dodalo potfebny
kyslik a ziviny. Krevni tlak je tlak, kterym pisobi krev na sténu cévy, kterou protéka. Tento tlak je rGzny
v riznych Castech krevniho fecisté. Bézné se tlakem krve mini arteridlni (tepenny) krevni tlak, tedy tlak
krve ve velkych tepnach. Pokud je vas krevni tlak pFilis vysoky, zatéZzuje vase tepny (a srdce), coz mize
vést k infarktu myokardu ¢&i cévni mozkové prihodé.

Vysoky krevni tlak, odborné hypertenzi, obvykle necitite ani nepozorujete. Nema tendenci vyvolavat
zjevné priznaky nebo symptomy. Jediny zpisob, jak zjistit, jaky je vas krevni tlak, je nechat si ho
zmérit. Prvni méf¥ici pristroj urcoval krevni tlak podle vysky rtutového sloupce, proto se jeho hodnota
dodnes udava v milimetrech rtuti. Zapisuje se jako podil dvou Cisel. Pokud je vase hodnota napfiklad
120/80 mm H g, vas krevni tlak je takzvané 120 na 80.

Vyssi Cislo udava systolicky krevni tlak. Jednd se o nejvyssi hodnotu, které krevni tlak dosdhne, kdyz
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naopak nejnizsi droven, které tlak dosahuje ve chvili kdyz se srdeCni sval mezi jednotlivymi tdery uvolni.

NiZe uvedena tabulka krevniho tlaku ukazuje rozmezi vysokého, nizkého a zdravého krevniho tlaku.

L Aproximace znamené piblizné, ale vérné vyjadieni ¢isla nebo funkce, ale také fyzikalniho zakona ¢&i ptirodniho jevu.
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Pifehled hodnot krevniho tlaku

Vysoky krevni tlak

Vy$8i normalni aZ hraniéni tiak

Normalni krevni tlak

Systolicky tlak (mm Hg)

Nizky krevni tlak

40 50 60 70 80 90 100

Diastolicky tlak (mm Hg)

Obrazek 1: Tabulka krevniho tlaku

Aproximace funkce krevniho tlaku

P¥i stazich srdce se krevni tlak cyklicky zvysSuje a snizuje. Délka trvani jednoho srdecniho tepu tedy
odpovida periodé funkce, kterd znazornuje krevni tlak. Kazdd perioda funkce méreni krevniho tlaku
odpovidad jednomu srde¢nimu tepu (udavd, jak dlouho trva, neZz se dokonéi cyklus srdeniho tepu).
Navic vime, Ze lokalnim maximem funkce bude hodnota systolického krevniho tlaku a lokalnim minimem
hodnota diastolického tlaku. Funkci krevniho tlaku mdzeme priblizné nahradit funkci sinus nebo kosinus.
Ptripomenme, ze obecny predpis funkce sinus je

f(x)=a-sin(bz +c) +d,

kde a predstavuje amplitudu, kterd urCuje, jak vysoko nebo nizko se sinusoida pohybuje od své strednfi
polohy. Hodnota b ovliviiuje periodu funkce (plati ze perioda je rovna %) Clen ¢ uréuje posun ve sméru
osy x a d posun ve sméru osy .

Uloha 1. Porovnejte nasledujici dvé funkce
A
Py (t) =25 - sin ?t + 105, P»(t) = 30 - cos (27t) + 125,

které aproximuji krevni tlak dvou riiznych lidi. Tyto funkce zavisi na proménné t, kterd predstavuje
as v sekundach. Pro kazdou funkci najdéte periodu funkce (délku jednoho srde¢niho tepu) a uréete
jejich tepovou frekvenci (pocet dderl srdce za minutu).

Reseni. Periodu p; funkce P, miizeme vypoditat jako

2 6
P = % = —sekundy.
a7
Jelikoz doba trvani jednoho srde¢niho tepu je g sekundy, tepova frekvence f; bude

fi= ? = 70 dderl za minutu.
7

2 The portal Math4U is developed within the international projects of the
Department of Applied Mathematics (VSB-Technical University of Ostrava)
and other institutions in Czechia, Poland, Slovakia, and Spain.

Funded by
the European Union




MATHO) U math e
Results matter!

Obdobné pro funkci P, bude perioda

2
P2 = T _ 1sekunda.
2

Tepova frekvence je tedy fo = 60 Uderd za minutu.

Uloha 2. Nakreslete grafy funkci ze zadani prvni tlohy. Pokud mate moznost, pouzijte k vykresleni
grafii vhodny software (napfiklad program GeoGebra). Pomoci tabulky krevniho tlaku urcete, jak jsou
na tom pfrislusni lidé s krevnim tlakem.

Reseni. Pro vykresleni grafu funkce bude osa x predstavovat &as t v sekundach. Osa y bude predstavovat
krevni tlak P v milimetrech rtuti. Jednotky na osach zvolime tak, aby graf vypadal prehledné. Vhodna
volba je napfiklad, ze jedné jednotce na ose x odpovida sto jednotek na ose y. V feSeni na obrazku je
zvolen pomér jednotek na osach 1 : 125. Funkce

P; =25-sin (?t) + 105

osciluje kolem hodnoty 105, amplituda je rovna 25. Lokalni maxima funkce budou mit tedy funkéni
hodnoty 105+ 25 = 130 (systolicky tlak). LokaIni minima funkce budou mit funkéni hodnoty 105 —25 =
80 (diastolicky tlak).

Funkce
P, =30 - cos (2mt) + 125

osciluje kolem hodnoty 125, amplituda je rovna 30. Lokalni maxima funkce budou mit tedy funkéni
hodnoty 125+ 30 = 155 (systolicky tlak). LokaIni minima funkce budou mit funkéni hodnoty 125 —30 =
95 (diastolicky tlak).

Obrazek 2: Grafy funkci z Glohy 1

Funkce P; je priblizné funkci tlaku 130 na 80, podle tabulky z vodu odpovidd meznim hodnotam mezi
normalnim a vysokym tlakem (v nékterych zemich se bere jako normdlni tlak, v nékterych zemich je to
uz spodni hranice vysokého krevniho tlaku). Funkce P> odpovida tlaku 155 na 95, tento tlak je vysoky.

Vizualizace takovych grafii pomaha porozumét zménam krevniho tlaku a pochopit dalsi periodické jevy,
coz je nezbytné jak v matematickych studiich, tak v praktickych aplikacich.

Vysoky krevni tlak je nebezpecny stav a hlavni rizikovy faktor srdecnich onemocnéni a mrtvice. Zdravy
zivotni styl, napfiklad strava s vysokym obsahem ovoce a zeleniny a nizkym obsahem sodiku a také
fyzicka aktivita, mize pomoci vysokému krevnimu tlaku predchazet. Vysoka hodnota z jediného méreni
nemusi nutné znamenat, Ze mate vysoky krevni tlak, protoze na krevni tlak mize mit béhem dne vliv
mnoho faktord, napriklad teplota, doba posledniho jidla nebo stres.

Diky tomu, ze jsme si funkce P; a P, vykreslili, vidime na prvni pohled, jaké jsou mezi nimi rozdily.
Nékdy mohou mit ale dvé funkce dané na prvni pohled riiznymi predpisy ten samy graf. Poznali byste
napriklad na prvni pohled, Ze tomu je tak u nasledujicich dvou funkci?

. 3z <3:z: 7r>
y =sin—, y=cos| — — —
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Tyto funkce maji stejny graf a velikost jejich periody je

2w 107
5= 5
= 3
Ale pozor, graf funkce y = cos (32 — %) neni oproti grafu funkce y = cos 2 posunuty ve sméru osy

x o 3, jak by se z pfedpisu funkce na prvni pohled mohlo zdat, ale o Ctvrtinu periody této funkce. To

mizeme vidét, pokud si predpis vhodné upravime:

= cos sv_m = cos 3 x—5—w
vy= 5 2)° 5 6

Pro porovnani dvou takovychto funkci by tedy bylo lepsi, kdybychom mohli jednu pFevést na druhou.
Timto se pravé bude zabyvat néasledujici tloha.

Uloha 3. Vyjadete funkci P; z Ulohy 1. pomoci funkce kosinus misto funkce sinus.
Reseni. Pro funkce sinz a cosz v zakladnim tvaru plati
sin cos ( W)
int = r——=),
2

kde 5 je Ctvrtina periody. Perioda funkce P je p1 = %, Ctvrtina periody je

Plati tedy
sin 7—7Tt = cos m t—i
3°) 3 14
a funkci P, mizZeme vyjadfit nasledovné

7 1
P, =25 cos <37Tt — 27r> + 105.
V predchozi tloze bychom mobhli funkce také zaménit a vyjadrovat funkci P, pomoci funkce sinus.

Uloha 4. Najdéte predpis funkce, ktera aproximuje funkci krevniho tlaku zdravého &lovéka v klidu. Jeho
srdecni frekvence je 50 tepd za minutu. Maximalni krevni tlak je 110 mm Hg a minimalni 70 mm Hg.

Reseni. K aproximaci funkce krevniho tlaku pouZijeme naptiklad funkci sinus (FeSeni pro funkci kosinus
by bylo obdobné).

Amplituda funkce je w = 20 a funkce osciluje kolem hodnoty % = 90.
Perioda funkce je
60 6
P=5% ~ %
tj. jeden srdecni tep trva 1,2 sekundy. Ze vztahu
27
=—=12
P=7
pro periodu p funkce dostavame b = %71’.
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Hodnotu ¢ mizeme zvolit libovolné, nejjednodussi je zvolit ¢ = 0. Dosazenim vyse uvedenych hodnot
do obecného tvaru funkce dostdvame

5
P(t) = 20 - sin (;t) +90.

Tato funkce pfiblizné modeluje krevni tlak osoby se zadanymi hodnotami jako funkci ¢asu (v sekundach).

Auskultacni technika meéreni krevniho tlaku

Na zavér jesté uvedme, jak se v realité tlak opravdu méfi. Jedna z presnych metod je tzv. auskultaénf
technika. PF¥i této metoda se pouziva tonometr, skladajici se z gumové manzety, nafukovaciho vaku a
manometru (mechnické méfidlo tlaku), a fonendoskop.

Gumovou manzZeta tonometru se nasadi zhruba na polovinu paze. Tlak v manzeté se zvysi tak, aby
prevysSoval tlak v tepné. Tim se z manzety stane uméle vytvorena prekazka krevnimu pritoku. Postupnym
pomalym snizovanim tlaku v manzeté dojde v urcitém okamziku k obnoveni pritoku krve.

Tlak v manzeté vSak na pocatku zpisobi deformaci tepny, diky niz je proudéni pronikajici krve turbu-
lentni. Hodnota tlaku, pfi niz zadinaji byt ve fonendoskopu slysitelné srdeéni ozvy, odpovida hodnoté
systolického krevniho tlaku.

Ozvy jsou slysitelné do té doby, dokud tlak v manzeté postacuje k deformaci tepny a tim k udrzeni
turbulentniho proudéni. Jakmile tlak v manzeté poklesne natolik, Ze jiz nestaéi tepnu deformovat, obnovi
se plvodni proudéni krve a ozvy prestanou byt slySitelné. Tlak pri posledni slysitelné ozvé odpovida
hodnoté diastolického krevniho tlaku.

Zpresnéni

rickych funkci s riznymi periodami.

Na néasledujicim obrazku vidime konkrétni ptiklad takového souctu a pfislusny graf. SoucCasné je na
obrazku znazornéno méreni krevniho tlaku. Rychlost vypousténi manzety je pfiblizné konstantni. Tlak
v manzeté tedy klesa konstantni rychlosti (opét pfiblizné) a na obrazku je znazornén pfimkou.

mm Hg ! .

| Systolicky krevni tlak —12sin (@t — 1) + 24 cos (12—7r t) + 90
i S 5 2 5
, (prvni slySeny zvuk)

Diastolicky krevni tlak
(posledni slySeny zvuk)

tlak manzety

&as méreni

Obrazek 3: P¥iklad soucltu sinu a kosinu s riiznymi periodami
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Zpresnovani pribéhu funkce krevniho tlaku pomoci souctil sinli a kosindi uz souvisi s tzv. Fourierovou
vétou, kterd Fika, ze spojitou periodickou funkci lze vyjadFit jako soucet nekoneéného poctu funkei sinus
a kosinus, pfi¢emz kazdy z téchto ¢leni ma uréitou amplitudu a periodu.

Tento vysledek ziskal v roce 1822 francouzsky matematik Joseph Fourier jako soucast ¥eSeni rovnice
vedeni tepla. Jedna se o kli¢ovy koncept pro analyzu a pochopenf jakychkoli periodickych jevi. Fourierova
véta je zakladem zpracovani signald.
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