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Wektory s3 wazne nie tylko w matematyce, ale takze w fizyce i informatyce. W matematyce sg one
badane w ramach gatezi zwanej algebra liniowa.

Wektor jest zwykle definiowany jako element abstrakcyjnej struktury matematycznej zwanej przestrzenia
wektorowa. Typowym przyktadem takiej przestrzeni jest zbiér wszystkich uporzadkowanych n-krotnosci
liczb rzeczywistych (na przyktad par lub tréjek), wraz z regutami ich dodawania i mnozenia przez liczbe.
W matematyce w szkole $redniej, wektory s3 czesto przedstawiane jako zbiér skierowanych odcinkéw
linii, ktére maja te sama wielko$¢ i kierunek.

W fizyce wektory sa uzywane do opisywania takich wielkosci jak predkosS¢ i przyspieszenie poruszajacego
sie obiektu, dziatajace na niego sity lub pola elektromagnetyczne. W informatyce wektor jest czesto
rozumiany po prostu jako uporzadkowana lista elementéw (niekoniecznie liczb). Wektory zapewniaja
efektywny sposéb organizowania i przechowywania danych, na przyktad w aplikacjach uczenia maszy-
nowego.

Istnieje jednak réwniez dziedzina informatyki, w ktérej wektory s uzywane w taki sam sposéb, w jaki
sg definiowane w matematyce lub fizyce w szkole $redniej. Obszarem tym s3 gry komputerowe. W
rzeczywistosci, opanowanie operacji wektorowych jest jednym z podstawowych elementéw niezbednych
do zostania programista gier.

W zaleznosci od tego, czy tworzysz gre 2D czy 3D, wektory maja dwie lub trzy wspétrzedne i sg zwykle
uzywane do reprezentowania geometrycznych wtasciwoséci obiektéw w $wiecie gry. Dla uproszczenia
bedziemy pracowaé tylko w dwéch wymiarach, to znaczy na ptaszczyznie przy uzyciu kartezjanskiego
uktadu wspétrzednych.

Uwaga: Oczywiscie zrozumienie wektordw jest tylko jednym z wielu podstawowych elementéw. Oprécz
odpowiednich narzedzi programistycznych, nalezy réwniez zrozumie¢ macierze transformacji, takie jak
translacje, obroty i tak dalej. W ponizszych zadaniach skupimy sie tylko na operacjach wektorowych.

Punkty i kierunek wektora

W ponizszych przyktadach bedziemy rozréznia¢ punkty (zapisane w nawiasach kwadratowych) i wektory
(zapisane w nawiasach okragtych). Jednoczesnie nalezy pamietaé, ze punkt A = [a1;as] moze byé
réwniez interpretowany jako punkt koricowy wektora @ = (a;; as), ktérego punktem poczatkowym jest
poczatek uktadu wspdtrzednych.

Punkt ma wspétrzedne, ale w przeciwienstwie do wektora, nie jest zdefiniowany przez wielkos$¢ i kierunek.
Punkt [0, 0] (lub wektor (0,0)) bedzie stuzyt jako Srodek $wiata gry.

Powszechnym zastosowaniem wektordéw jest znalezienie wektora opisujacego relacje miedzy dwoma
obiektami. Rozwazmy prosty przyktad z dwoma punktami A = [a1;as] i B = [by;by]. Wektor 7 =
ﬁ = (b1 — a1;by — ag) jest zwykle nazywany wektorem kierunku. Jesli punkty A i B reprezentujg po-

stacie w grze, to wektor @ wskazuje kierunek od jednej postaci do drugiej, a jego wielko$¢ reprezentuje
odlegtos¢, jaka musiatby pokonaé znak A, aby dotrze¢ do znaku B.

1 The portal Math4U is developed within the international projects of the
Department of Applied Mathematics (VSB-Technical University of Ostrava)
and other institutions in Czechia, Poland, Slovakia, and Spain.

Funded by
the European Union




MATH

math4u.vsb.cz

U © 2016-2025 MATH4U

Results matter!

Zadanie 1. W grze 2D programista steruje postacia A, a gracz postacia B. Postacie zaczynaja w
réznych miejscach, reprezentowanych przez punkty A i B. Postaé B porusza sie po $ciezce ztozonej
z wektoréw @, U i W. Woyraz wektor, ktory programista musi okresli¢, aby posta¢ A strzelita do
postaci B.

Rozwigzanie. Jest oczywiste, ze znak B poruszyt sie po Sciezce U+ U + W. Jednak znaki A i B
rozpoczety sie na réznych pozycjach. Nadal musimy wiec okresli¢ wektor, ktéry zaczyna sie w punkcie
A i koficzy w punkcie B - czyli wektor kierunku AB. We know that pgi)nt A can be understood_es the
endpoint of the vector @, and point B as the endpoint of the vector b . Wtedy wektor E =b-d
(poniewaz punkty i odpowiadajace im wektory maja te same wspétrzedne, notacja AB = B — A jest
réwniez powszechnie uzywana). Dlatego wektor potrzebny do tego, by posta¢ A strzelita do postaci B
L
wynosi b — d + U+ T+ .

b—d+i+o+d

Rysunek 1: Rysunek do zadania 1

Kazda posta¢ w Swiecie gry jest réwniez powigzana z wektorem w sensie listy elementéw - takich jak
imie, rola i pozycja postaci. Kolejna wazng wtasciwoscig kazdej postaci jest kierunek, w ktérym jest
zwrécona. Kierunek ten jest reprezentowany przez tak zwany znormalizowany wektor kierunku, ktéry
jest wektorem kierunku o wielkosci 1.

Znormalizowane wektory kierunku sa réwniez uzywane do przechowywania informacji o kierunkach, w
ktérych znajduja sie inne postacie lub obiekty.
Uwaga: Powdd, dla ktérego znormalizowane wersje wektoréw kierunku sg uzywane w Swiatach gier,

zostanie wyjasniony pozniej.

Zadanie 2. Niech znakami beda punkty A = [-5;2], B = [1;-2] i C' = [4; —1]. Wyznacz znormali-
zowane wektory kierunku od znakéw A i B skierowane w strone innych znakéw. Narysuj odpowiedni
diagram.

Rozwigzanie. Dla wektora o kierunku AB mamy: AB = (1—(=5); —2—2) = (6; —4). Aby znormalizowa¢
ten wektor, po prostu dzielimy go przez jego wielko$¢: ’ﬁ‘ = /62 + (—2)2 = v/52. Znormalizowany

wektor odpowiadajacy /@ jest oznaczany przez AB i otrzymujemy:

—  AB  (6,-4) [ 3 2
YT Ve - (75 vs):
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Podobnie

AC =

AC (9;-3) 3 1
’ﬁ‘ V90 <¢E M)

e BC (31) <3.1)
\B’d‘ V10" V10

_ BA  (-6:4) 3 2
U T Ve -(-vmvm)

Nie byto potrzeby obliczania wektora BA, poniewaz ma on taka samg wielko$¢ jak AB, ale jest skiero-
wany w przeciwnym kierunku. Wspédtrzedne takich wektoréw réznia sie tylko znakiem.

AB

Rysunek 2: Rysunek do zadania 2

Zadanie 3. Dane s3 pozycje znakéw A = [a1;as] i B = [b1;ba], przy czym znaki te stoja w réznych
miejscach. Wyznaczy¢:

a) znormalizowany wektor kierunku BA,

b) gdzie znajdzie sie znak B po przejsciu trzech jednostek dtugosci w kierunku znaku A?

Rozwigzanie. a) To, co obliczyliSmy w poprzednim przyktadzie przy uzyciu konkretnych wspétrzednych,
mozna teraz zapisa¢ w formie ogdlnej. To znaczy,

_ B—1>4 (al — bl;a2 — bg)
BA= — = :
BA|  Vier =) + (a2 = o)’

b) Z poprzedniego kroku mamy juz wektor kierunku o jednostkowej dtugosci. Teraz po prostu mno-
zymy go przez 3 i dodajemy do pozycji znaku B. Otrzymujemy:
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(Cl1 —bisas — bz)

V(a1 —b1)% + (az — b2)?

lloczyn skalarny i jego zastosowania

Wynikiem iloczynu skalarnego dwéch wektoréw jest skalar, czyli liczba rzeczywista. W programowaniu
gier iloczyn skalarny znormalizowanych wektoréw odgrywa waznj role.

Zadanie 4. Wyznacz iloczyn skalarny znormalizowanych wektoréw kierunku z rozwigzania ¢éwiczenia
2.

Rozwigzanie.

_— 3 2 3 1 9 2 11
AB-AC = ;— . ;— = + = =0,96
<\/ 13 Vv 13> <\/ 10 10) V130 V130 V130

]/31\4156’( 3 ; 2 >( 3 : 1 > 9 n 2 _ 7 = 0,054
V13 V13 V10" V10 V130 V130 V130
lloczyn skalarny dwdch znormalizowanych wektoréw jest bardzo przydatny, poniewaz méwi nam, w jakim
stopniu dwa wektory sa skierowane w tym samym lub podobnym kierunku! W tym przypadku warto$é
iloczynu skalarnego waha sie od —1 do 1: warto$¢ 1 oznacza, ze wektory s3 skierowane doktadnie w tym
samym kierunku, warto$¢ —1 oznacza, ze s3 skierowane doktadnie w przeciwnych kierunkach, a wartos¢
bliska 0 oznacza, ze wektory sg prawie prostopadte do siebie. Powodem tego zakresu od —1 do 1 jest to,
ze pracujemy w zakresie wartosci funkgcji cosinus. Dla dowolnych dwdch wektordw p, ¢ iloczyn skalarny
mozna réwniez zapisaé jako:

P-q=|pllqlcosa,
gdzie « jest katem pomiedzy wektorami p'i ¢.

Zadanie 5. Obserwator znajdujacy sie w punkcie poczatkowym patrzy na obiekt A = [3;1]. Okresli¢
kat a, o ktéry obserwator musi sie obrécié, aby znalez¢ sie bezposrednio w kierunku obiektu. B = [1;2].

Rozwigzanie. Ponownie traktujemy punkty A i B jako punkty koricowe wektoréw @ = (3;1) i b= (1;2).
Na podstawie wzoru na iloczyn skalarny dwéch wektoréw mozemy wyrazi¢ cos a:

QY
S

Cosax =

S

=

Po podstawieniu okreslonych wartosci otrzymujemy

(31)-(,2) 3-1+41-2 5  [35 1
V3Z4+12-V/12+22 V10-v5 V50

Ccosx =

50 V2

Wiemy, ze % = @ jest dobrze znana warto$cia trygonometryczna, co oznacza, ze « = 45°. Alterna-

tywnie, mozemy obliczyé kat « jako arccos % Dlatego obserwator musi obréci¢ sie o kat 45°.
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a=45°

a

Rysunek 3: Rysunek do zadania 5

Gdyby znormalizowane wektory kierunku byty jawnie podane w problemie, to ich iloczyn skalarny bytby
réwny cos a.

—

a
al

[~
I

Q>
o

Cosax =

S

Jest to powdd, dla ktérego kierunki znakéw i wektory kierunkéw miedzy znakami sa zwykle przechowy-
wane w znormalizowanej formie na listach atrybutéw.

lloczyn skalarny moze by¢ réwniez wygodnie wykorzystany do rozwiazania nastepujacego zadania. Po-
wiedzmy, ze projektuje gre, w ktoérej gracz prébuje ukryé sie przed straznikami. W takim przypadku
interesuje nas, czy straznik widzi poszczegdlnych graczy.

Aby gra byta bardziej realistyczna, chcemy, aby straznik miat pole widzenia, w ktérym gracz jest wi-
doczny. W przypadku ludzi poziome pole widzenia obejmowane przez oboje oczu wynosi w przyblizeniu
180°, ale bytoby to zbyt szerokie dla naszego straznika. Powiedzmy wiec, ze pole widzenia straznika
powinno wynosi¢ 170°.

Zadanie 6. Ostona G ma pole widzenia wynoszace 170°. Jakie beda wartosci iloczynéw punktowych
miedzy kierunkiem patrzenia straznika d i znormalizowane wektory kierunku do obiektéw, ktére widzi
straznik?

Rozwigzanie. Od kierunku patrzenia straznika do granic jego pola widzenia - zaréwno w lewo, jak i w
prawo - kat wynosi 85°. Musimy tylko obliczy¢ cos 85°=0,087. Zatem iloczyn punktéw miedzy kierunkiem
patrzenia straznika a znormalizowanymi wektorami kierunku do widocznych obiektéw beda miesci¢ sie
w zakresie od okoto 0,087 do 1.
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85°

G

Rysunek 4: Rysunek do zadania 6

Na liscie atrybutéw powigzanych ze straznikiem dodajemy nie tylko ich kierunek widzenia, ale takze prég,
ktéry definiuje ich pole widzenia. Korzystajac z tego progu, mozemy sprawdzi¢, czy straznik widzi danego
gracza. Dla uproszczenia zaokraglamy poprzedni wynik do jednego miejsca po przecinku i ograniczamy
pole widzenia straznika przy uzyciu wartosci progowej wynoszacej 0,1.

Zadanie 7. Okresl, czy straznik znajdujacy sie w punkcie poczatkowym widzi gracza A = [3; —2],

i

biorac pod uwage, ze kierunek patrzenia straznika to Vel \/ig a prog dla pola widzenia straznika

jest ustawiony na 0,1.

Rozwigzanie. Kierunek patrzenia straznika jest juz znormalizowanym wektorem. Musimy wiec tylko
znormalizowaé wektor kierunku od straznika do gracza A. Poniewaz straznik znajduje sie w punkcie
poczatkowym, jest to réwnowazne normalizacji wektora @ = (3; —2). Otrzymujemy:

(3:-2)  (3;-2) (3 2>.

“T3i(22” 15 \15 15

Teraz obliczamy iloczyn kropkowy dwdch znormalizowanych wektordw:

1 2 3 -2 3 4 1
—. = . : = — =— =—0,12.
<\/5 \/5> (\/15 \/15) V75 V75 V75
Poniewaz wynik nie miesci sie w przedziale od 0,1 do 1, straznik nie widzi gracza A. Co wiecej, ujemny
wynik wskazuje, ze kat miedzy wektorami jest wiekszy niz kat prosty.

Zastandéw sie, jak zmienitaby sie sytuacja, gdyby straznik nie znajdowat sie w punkcie poczatkowym.
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