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Mandelbrotova mnozina je jednym z najznamejsich a najkrajsich fraktalov, ktory fascinuje matematikov,
vedcov aj umelcov po celom svete. Hoci na prvy pohlad vyzera ako zloZity obrazec, je zalozena na jedno-
duchom matematickom pravidle opakovaného umocnovania a séitania. To, Co ju robi takou zaujimavou,
je jej nekonecna zlozitost a nadherné vzory, ktoré sa skryvaji v kazdom detaile.

Obr. 1: Mandelbrotova mnozina; farba bodov v jej okoli zodpoveda poradiu ¢lena postupnosti, u ktorého
sa prvykrat zisti, ze tato postupnost ide do nekonecna.
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Vyuzitie Mandelbrotovej mnozZiny siaha daleko za hranice matematiky. Nachadza sa v pocitacCovej grafike,
kde sa pouziva na tvorbu zlozitych a realistickych objektov pri modelovani prirodnych Struktir, ako si
pobrezia, hory alebo oblacnost. D& sa vyuzit dokonca aj v ekondmii a fyzike, kde poméaha pri simulaciach
chaotickych systémov.

Mandelbrotova mnozina je dékazom, Ze aj jednoduché matematické postupy mozu viest k neuveritelne
komplexnym a krasnym vysledkom, ktoré maji realne vyuZitie.

Vytvorenie mnoziny

Predstavme si pomerne jednoduchy rekurentny vztah
_ .2
Znt1l =2 6

kde za pociato¢nli hodnotu dosadime zy = 0 a ¢ predstavuje lubovolné komplexné &islo. Franciizsko-
amerického matematika Benoita Mandelbrota (1924-2010) zaujimalo, kedy je postupnost takto vznik-
nutych Cisel ohranicend, t. j. pre ktoré ¢ z komplexnej roviny postupnost konverguje alebo osciluje. Ak
v nejakom bode postupnost diverguje, zaujimalo ho aj to, ako rychlo. D4 sa dokazat, ze ak absolitna
hodnota niektorého ¢lena postupnosti z, presiahne hodnotu 2, potom tito postupnost ohraniéena nie
Je.

Mandebrotova mnozZina je teda mnozina bodov ¢ v komplexnej rovine, pre ktoré postupnost vytvorena
vysSie uvedenou rekurentnou formulou konverguje alebo osciluje. Vdaka uvedenému faktu vieme, ze pre
kazdy ¢len z tejto postupnosti musi platit, Ze jeho absolitna hodnota |z| je mensia alebo rovna dvom.

Overenie, ¢i dané ¢ patri do Mandelbrotovej mnoziny, prebieha tak, ze vypocditame jednotlivé iteracie a
sledujeme absolitne hodnoty tychto iteracii. Pre vypocet iteracii pouzijeme rekurentny vztah

2
Zn4+1 = 2, + ¢, zo = 0.
Napr. pre ¢ = —i mame
=2 —i=0"—i=—i, |z|=1,

=g —i= (=) —i=—1-1i, |zl=V?2,
=28 —i=(—-1—i) —i=1i, |z|=1,

=22 —i=0)?—i=—1—1i, |z =V2

Z vypoctu je jasné, ze sa budi stéle opakovat hodnoty —i a —1 —i. Podmienka |z| < 2 bude teda vzdy
splnena, a preto Cislo —¢ do Mandelbrotovej mnoziny patri.

Ulohy

Uloha 1. Overte, & komplexné &isla 1; 4; —1; 1 + ¢ patria do Mandelbrotovej mnoziny.

Riesenie. Pre jednoduchost uvazujeme len niekolko prvych iteraénych krokov. Obraz &isla ¢ v Gaussovej
rovine patri do Mandelbrotovej mnoziny vtedy, ak pre vsetky vysledky iteracného vypoctu je absolitna
hodnota vysledku mensia alebo rovna 2.
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Iterany proces pre ¢ = 1.
n=2+1=02+1=1, |zn]|=1,

=4 l=124+1=2 |z =2,
m=za+1=224+1=5 |z]=5.
Podmienka |z| < 2 bola porusena uz v tretom kroku, preto &islo 1 nepatri do Mandelbrotovej mnozZiny.

Iterany proces pre ¢ = i.

=2 +i=0"+i=1i, |zu|=1,

=22 4i=P4i=—1+41i, |=n=V2,
m=24+i=(—1+i) > +i=—i, |z]|=1,
= 4i= (=) 4i=—1+14, |ul=V2

Z vypoltu je jasné, Ze sa budl neustéle opakovat vysledky —1 + ¢ a ¢ a podmienka |z| < 2 je vzdy
splnena. Preto Cislo ¢ patri do Mandelbrotovej mnoziny.

Iteracny proces pre ¢ = —1.

n=2-1=0-1=-1, |z]=1,

=21 —1=(-1?-1=0, |2]=0,

m=z2—-1=0"-1=-1, |z]|=1
Vysledky sa cyklicky opakujd a plati |z] < 2, preto ¢&islo —1 patri do Mandelbrotovej mnoziny.
Iterany proces pre ¢ = 1 + 1.

n=+14+i=02+14+i=1+i, |zn]=V2,
=4 l+i=14+)2+1+i=1+2i+2+1+i=1+3i, |z|=V10.

Podmienka |z| < 2 bola porusend uz v druhom kroku, preto &islo 1 + ¢ nepatri do Mandelbrotove;j
mnoziny.

Uloha 2. Dokéazte, e ak existuje k € N také, Ze |z;| > 2, potom postupnost z, diverguje.

Riesenie. Pouzijeme rekurentny vztah:

Znt1l _ len + ¢l

Aplikujeme trojuholnikovil nerovnost:
|a+b| < |af + (0],

kde @ = 22 + ¢ a b= —¢, dostaneme
|22+ c—c| < |22 +c|+|—cl =2+ + ¢
a odtial [22 + ¢| > |22] — |c| = |2]? — |¢].

Dosadime do (1) a Gpravou dostaneme

zn el o |zl =l _ c]
> = |zn| — .
|2 E M
3 The portal Math4U is developed within the international projects of the

Funded by

Department of Applied Mathematics (VSB-Technical University of Ostrava) the European Union

and other institutions in Czechia, Poland, Slovakia, and Spain.




math4u.vsb.cz
MATHE U

Results matter!

Naviac vieme, Ze existuje také n, ze plati |z,| > |c|. Pre |¢| < 2 to plynie z predpokladu. Pre ¢ > 2
potom pre n = 2 plati
22| = |c* + ¢ 2 cf* = |e| = [el(Je] = 1) > |e].

MobZeme teda zapisat

c
:|zn\fu>|zn\fl>1.
z

|2n

2 +el | [eaf =

A odtial potom
|Zn+1‘ >1,
|2n]

alebo |z, 41| > |#,| @ nasa postupnost diverguje.
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