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Mandelbrotova mnozina
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Mandelbrotova mnozina je jednim z nejznaméjsich a nejkrasnéjsich fraktald, ktery fascinuje matematiky,
védce i umélce po celém svété. Ackoli na prvni pohled vypada jako sloZity obrazec, je zaloZena na
jednoduchém matematickém pravidle opakovaného umocnovani a scitani. Co ji ale Cini tak zajimavou,
je jeji nekoneéné slozitost a nadherné vzory, které se skryvaji v kazdém detailu.

Obrazek 1: Mandelbrotova mnozina; barva bodi v jejim okoli odpovidd poradi ¢lenu posloupnosti,
u néhoz je poprvé zjisténo, ze tato posloupnost jde do nekonecna.
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Vyuziti Mandelbrotovy mnozZiny saha daleko za hranice matematiky. Najdeme ji v pocitacové grafice,
kde se pouziva k vytvareni sloZitych a realistickych objektl pri modelovani prirodnich struktur, jako
jsou pobrezi, hory nebo oblacnost. Da se vyuzit dokonce i v ekonomii a fyzice, kde pomaha pfi simulaci
chaotickych systémi.

Mandelbrotova mnozina je dilkazem, Ze i jednoduché matematické postupy mohou vést k neuvéritelné
komplexnim a krasnym vysledkiim, které maji readlné vyuziti.

Vytvoreni mnoziny
Predstavme si pomérné jednoduchy rekurentni vztah

2
Zn+l = Zp +c,

kde se za pocatecni hodnotu dosadi zyp = 0 a ¢ predstavuje libovolné komplexni &islo. Francouzsko-
amerického matematika Benoita Mandelbrota (1924-2010) zajimalo, kdy je posloupnost takto vzniklych
Cisel omezena, tj. pro kterd ¢ z komplexni roviny posloupnost konverguje nebo osciluje. Pokud v néjakém
bodé posloupnost diverguje, tak chtél védét, jak rychle. Lze dokazat, ze prekroci-li absolutni hodnota
nékterého Clenu posloupnosti z, hodnotu 2, pak tato posloupnost omezena neni.

Mandelbrotova mnozina je pak mnozina bodl ¢ v komplexni roving€, pro néz posloupnost vytvorena
rekurentni formuli konverguje nebo osciluje. Diky vySe uvedenému faktu vime, ze pro kazdy Clen z této
posloupnosti musi platit, ze jeho absolutni hodnota |z| je mensi nebo rovna dvéma.

Ovéfeni, zda dané c patfi do Mandelbrotovy mnoziny probihd tak, ze vypoclteme jednotlivé iterace a
sledujeme absolutni hodnoty téchto iteraci. Pro vypocet iteraci vyuzijeme rekurentni vztah

2
Zn+1 = 2, + ¢, zo = 0.
Napf. pro ¢ = —i mame
m=2—i=0"—i=—i, |n|=1,

=22 —i= (=) —i=—1—14, |zn|=V2,
m=2—i=(-1-i)}—i=1i, |z|=1,

=2 —i=0)?—i=—1—14, |zu|=V2

Z vypoltu je patrné, Ze se budou neustéle opakovat vysledky —i a —1 —4. Podminka |z| < 2 bude proto
vzdy splnéna, a tedy ¢islo —i do Mandelbrotovy mnoziny patfi.

Ulohy

Uloha 1. Ovéte, zda komplexni &isla 1; i; —1; 1 4 4 pati do Mandelbrotovy mnoZiny.

Uloha 2. DokaZte, Ze existuje-li k& € N takové, Ze |z;| > 2, pak posloupnost z, diverguje.
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