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Ktory los na loterie jest bardziej opfta-
calny?
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W 2zyciu bardzo czesto spotykamy sie z sytuacjami, ktére wigza sie z przypadkiem i prawdopodobien-
stwem. Wyobrazmy sobie, ze stajemy przed wyborem pomiedzy kilkoma opcjami - na przyktad wybierajac
los na loterie lub inwestujac w projekt. Kazdy wybér wiaze sie z ryzykiem i potencjalnymi korzysciami,
ale jak mozemy okresli¢, ktéry z nich jest najkorzystniejszy? W tym miejscu do gry wkracza tak zwana
wartos¢ oczekiwana.

Warto$¢ oczekiwana informuje nas o $rednim wyniku, jakiego mozemy sie spodziewaé, wybierajac kon-
kretng opcje. Pomaga nam lepiej oszacowa¢, ktéra opcja prawdopodobnie optaci sie w dtuzszej perspek-
tywie. Nie jest to doktadna prognoza, ale narzedzie, ktére pozwala nam lepiej zrozumieé ryzyko i zysk,
zaréwno w prostych grach, jak i w rzeczywistych decyzjach.

Rozwazmy na przyktad dwa losy na loterie:

= Los A: Kosztuje 10 zt i ma prawdopodobienstwo 0.1 wygrania 100 zt; w przeciwnym razie nie
wygrywa nic.

= Los B: Kosztuje 10 zt i ma 0.2 prawdopodobienstwa wygrania 60 zt; w przeciwnym razie nie
wygrywa nic.

W przypadku losu A oczekujemy, ze jesli kupimy 10 loséw, jeden z nich wygra 100 zt, podczas gdy
pozostate dziewie¢ nie wygra nic. W zwiazku z tym mozemy oczekiwaé, ze kazdy los na loterie przyniesie
Sredni zwrot w wysokosci 10 zt.

Podobnie, w przypadku losu na loterie B, spodziewamy sie, ze jesli kupimy 10 loséw, dwa z nich wygraja
60 zt, a osiem nie wygra nic. Mozemy zatem oczekiwa¢é, ze kazdy los na loterie przyniesie Sredni zwrot
w wysokosci 12 zt.

To pokazuje, ze los B jest lepsza opcja.

Wartos¢ oczekiwana

Srednia wygrana, ktéra whasnie obliczyliémy, nazywana jest wartoscia oczekiwana.

Ogdlnie mozna powiedzie¢, ze dla zmiennej losowej X, ktéra przyjmuje skonczenie wiele wartosci
1, ..., T} Z prawdopodobienstwami p1, ..., pi, obliczamy jego warto$¢ oczekiwang za pomoca tego
wzoru:

k
i=1
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Ktory los na loterie jest najlepszy?

Przyjrzyjmy sie trzem kuponom loteryjnym. Kupon Black Pearl o wartosci 50 zt, kupon Black Pearl
o wartosci 100 zt oraz kupon loterii Rental King o wartosci 50 zt.

Struktura nagréd dla kuponéw loterii Black Pearl o wartoéci 50 zt, ktérych jest facznie 13 000 000,

przedstawia sie nastepujaco.

Kwota nagrody (w zt)

Liczba zwycigskich kuponéw

50 1820000
100 1040000
150 260000
200 130000
300 130000
500 104 000
1000 5550
2000 2300
4000 480
10000 185
20000 84

100 000 14
1500000 6

Total 3492619

Struktura nagréd dla kuponu loterii 100 zt Black Pearl wyglada podobnie, z taczng kwota 15{,}000{, }000%

wyemitowanych kupondéw.

Kwota nagrody (w zt)

Liczba zwycigskich kuponéw

100 2400000
200 900 000
300 450000
500 150000
600 150000
900 75000
1000 75000
1500 20000

6 000 4000
20000 185
50000 84
100000 30
200000 13

5000 000 6

Total 4224318

Na koniec przyjrzyjmy sie losowi na loterie Rental King, z taczna liczba wyemitowanych loséw w wysokosci

8000 000. Nagrody zostaty przedstawione w ponizszej tabeli.
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Kwota nagrody (w zt) Liczba zwycieskich kuponéw

50 960 000
100 720000
150 160 000
250 160 000
500 70000
1000 1300
2000 500
5000 160
10000 80

100 000 6
3500000 3

Total 2072049

Nagroda gtéwna w wysokosci 3 500 000 zt nie jest wyptacana od razu, ale sktada sie z nagrody natych-
miastowej w wysokosci 500 000 zt oraz renty w wysokosci 50 000 zt przez 5 lat.

Zadanie 1. Ktéry kupon ma najwieksza szanse na wygrana?

Rozwigzanie. W przypadku losu o wartosci 50 zt Black Pearl, istnieje 3492619 wygrywajacych loséw
z catkowitej liczby 13000000 (patrz ostatni wiersz tabeli). Prawdopodobienistwo, ze losowo wybrany
kupon jest wygrywajacy mozna obliczy¢ jako

3492619
P(V}) = 222227 ().268633.
(V1) 13000000

Mozemy powiedzie¢, ze jesli kupimy jeden los na loterie, mamy szanse na wygranie okoto 26,86%.
Manipulujac utamkiem, mozemy réwniez zobaczy¢, ze szansa na zdobycie zwycieskiego losu na loterie
wynosi 1: 3,72.

Podobnie, w przypadku losu na loterie Black Pearl o wartosci 100 zt otrzymujemy

4224318

P(Vy) = ————2°
(V2) 15000 000

= 0,2816212.

Oznacza to, ze szansa na wygrana wynosi 28,16% lub 1: 3,55.
W przypadku biletu Rental King otrzymujemy

2072049

P(Va) = —=
(Vs) 8000 000

= 0,259,

wiec szansa na wygrang wynosi 25,9% lub 1: 3,86.

Poréwnujac poszczegblne prawdopodobienstwa wygranej, okazuje sie, ze najwieksza szanse na wygrana
daje kupon Black Pearl o wartosci 100 zt.

W tym kontekscie mozemy réwniez rozwazyé, co rozumiemy przez zwycieski kupon. Kupon jest zwykle
uznawany za wygrywajacy, jesli przynosi jakakolwiek kwote pieniedzy. Ale jesli zaptaciliSmy 100 zt za bilet,
to wygrana w wysokosci 100 zt zwréci nam pieniadze, ale tak naprawde nic nie wygraliSmy. Aby uzyskaé
prawdopodobienstwo wygrania wiecej niz zaptaciliémy, nie bedziemy braé¢ pod uwage pierwszego rzedu
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w naszych tabelach wygranych. W ten sposéb otrzymujemy skorygowane prawdopodobiefistwo wygranej

1672619
P(V}) = —22"7 —(),128633
(V) 13000000 ’
1824318
P(Vy) = ——2"° _(.1216212
(V2) 15000000 ’
1112049
P(V3) = ——= " —0,139.
(Vs) 8000000

Widzimy, ze gdy weZmiemy pod uwage tylko losy loterii, ktére zwracaja wiecej niz koszt ich zakupu,
najlepszg opcja jest los na loterie Rental King, ktéry ma 13,9% szansy na taka wygrana.

Zadanie 2. Jaka jest oczekiwana warto$¢ kazdego losu?

Rozwigzanie. Aby obliczy¢ warto$¢ oczekiwang, z definicji musimy znaé prawdopodobienstwa poszcze-
goblnych wygranych:

Kwota nagrody (w zt) Prawdopodobiefstwo wygranej

50 0,14
100 0,08

150 0,02

200 0,01

300 0,01

500 0,008

1000 0,0004269
2000 0,000176923
4000 0,000036923
10000 0,000014231
20000 0,000006461538
100000 0,000006461538
1500000 0,000000461538

Niech wartosci poszczegdlnych wygranych beda oznaczone od n; do n13, a odpowiadajace im prawdo-
podobienstwa od p; do p13. Wéwezas wartoé¢ oczekiwana EV (Ly) losu Czarnej Perty wynosi

13
EV(L1) =) nppr = 29 CZK.
k=1

Biorac pod uwage sposéb obliczania poszczegdlnych prawdopodobienstw, mozemy réwniez obliczyé war-
toé¢ oczekiwanag w nastepujacy sposéb:

EV(Ly) (50 - 1820000 + 100 - 1040000 + - - - + 100000 - 14 + 1500 000 - 6) .

~ 13000000

To podejscie jest bardziej wygodne, poniewaz nie musimy oblicza¢ prawdopodobienstwa kazdej mozliwej
nagrody w tabeli. Dla losu Black Pearl za 100 CZK otrzymujemy warto$¢ oczekiwang EV (Ls):

1
EV(Ly) = 15000000 (100 - 2400000 + 200 - 900000 + - - - + 200000 - 13 + 5000000 - 6) = 64 CZK.
W przypadku losu na loterie Rental King otrzymujemy warto$¢ oczekiwang EV (Ls3):
1
EV(L3) = 3000000 (50 - 960000 + 100 - 720000 + - - - + 100000 - 6 + 3500000 - 3) = 29,25 CZK.
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Uwaga.

= Loterie zazwyczaj podaja catkowita pule nagréd i liczbe loséw. Wartos¢ oczekiwana to oczywiscie
stosunek tych dwdch liczb.

= Podane wartosci sa czesto jeszcze nizsze w rzeczywistosci, poniewaz nagrody loteryjne s zazwyczaj
opodatkowane.

= To samo podejécie mozna zastosowal do obliczenia oczekiwanej wartosci paczki réznych gier
karcianych (Pokémon, Lorcana, Magic the Gathering lub kart sportowych).

Zadanie 3. W poprzednich przyktadach uznaliSmy, ze gtéwna nagroda w loterii Rental King jest
3500000 zt. Ale czy jest to rzeczywista wartos¢ nagrody, bioragc pod uwage, ze nie jest ona wyptacana
od razu?

Rozwiazanie. Prosta odpowiedZ brzmi: nie.

Wazne jest, aby pamietaé, ze gdybySmy otrzymali pienigdze natychmiast, moglibySmy je zaoszczedzié
lub w jaki$ sposéb zainwestowac. Aby okresli¢ warto$¢ 50 000 zt otrzymanych za miesigc, mozemy uzyé
koncepcji znanej jako wartos¢ biezaca. Korzystajac z tej koncepcji, zadajemy sobie pytanie, ile pienie-
dzy musielibySmy zainwestowal dzisiaj, aby uzyska¢ pozadang kwote w ciggu jednego miesiaca (np.
rozwazane $50{,}000 $). Kwote te nazywamy wartoscia biezaca.

Zatézmy, ze mozemy zaoszczedzi¢ dang kwote Py przez miesigc z miesieczng stopg procentowa w
wysokoéci 0.5%. Po miesigcu otrzymalibysmy P; = 1,005P,. Warto$¢ biezaca to zatem kwota Py, ktéra
musimy zdeponowa¢, aby P; wyniosto 50 000 zt, tj.

50000

P,
0~ 1,005

= 49751,24 2.

Aby okresli¢ warto$¢ biezaca kwoty, ktérg otrzymamy za n miesiecy, zaktadamy, ze dana kwota bedzie
zdeponowana przez caty ten czas. Korzystajac z procentu sktadanego, otrzymujemy warto$¢ biezaca Py
kwoty P,, otrzymanej po n miesigcach w nastepujacy sposéb:

~ 1,007

Py

Przypomnijmy, ze gtéwna nagroda w loterii Rental King sktada sie z 500,000 zt i trzydziestu miesiecznych
ptatnosci w wysokosci 50,000 zt. Bioragc pod uwage miesieczna stope procentowa w wysokosci 0.5 %,
warto$¢ biezaca PV tych ptatnosci wynosi

PV — 50 000 n 50 000 T 50 000 n 50000
~ 1,005  1,0052 1,00529 © 1,00530°

Zauwazmy, ze jest to suma wyrazéw ciggu geometrycznego, a zatem obliczenia mozna znacznie skrocic.

30
1 (v
py = 20000 T AL 389 709,724,

W zwiazku z tym zaktadamy, ze warto$¢ gtéwnej nagrody wynosi tylko 1889 702,7 zt.

Gdy uzyjemy tej kwoty do obliczenia oczekiwanej wartosci losu na loterie Rental King, otrzymamy

EV(Ls) = 28,65zt
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Uwaga. Wczesniejsze rozwazania byty nadal bardzo uproszczone, poniewaz nie uwzgledniaty na przyktad
wptywu inflacji.

Zadanie 4. Na podstawie wynikéw poprzednich zadan wybierz najlepszy los na loterie.

Rozwigzanie. W oparciu o poprzednie zadania, mozemy poréwnaé kupony loteryjne wedtug réznych
kryteriow:

1. Wedtug prawdopodobienstwa wygranej.

Zgodnie z tym kryterium, najlepszym kuponem jest kupon 100 zt Black Pearl z szansa na wygrana w
wysokoéci 28,16 %, nastepnie kupon 50 zt Black Pearl z szansa na wygrang w wysokosci 26,86 %, a
najgorszy jest kupon Rental King z szansa na wygrana w wysokosci 25,9 %.

2. Wedtug prawdopodobienstwa rzeczywistej wygranej.

Jesli zamiast tego wezmiemy pod uwage szanse na wygranie wiecej niz zaptaciliSmy, otrzymamy inny
ranking. Najlepszy jest kupon Rental King z szans3 na wygrang w wysokosci 13,9 %, nastepnie kupon
50 zt Black Pearl z szansa na wygrang w wysokosci 12,86 % a ostatni jest kupon 100 zt Black Pearl
z szans3a na wygrana w wysokosci 12,16 %.

3. Wedtug wartosci oczekiwanej.

Oczekiwana wartoé¢ losu na Czarna Perte o wartoéci 50 zt wynosi 29 z+. Srednio tracimy 21 zt kupujac
jeden bilet. Analogicznie, oczekiwana wartoé¢ losu na Czarna Perte o wartoéci 100 zt wynosi 64 zt. Srednio
tracimy 36 zt. W przypadku kuponu Rental King o wartosci 50 zt skorygowana warto$¢ oczekiwana wynosi
28,65 zt, wiec $rednio tracimy 21,35 zt.

Mozemy zatem powiedzieé, ze zgodnie z oczekiwaniami, wszystkie losy przynosza strate. Jednak los
Black Pearl o wartosci 50 zt mozna uznaé za najlepszy, poniewaz przynosi najmniejszg strate.
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