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Najbardziej znang niedawnga epidemia jest pandemia COVID-19, choroba wirusowa wywotywana przez
koronawirusa SARS-CoV-2, ktéra wybuchta w grudniu 2019 r. w mieScie Wuhan w prowincji Hubei w
$rodkowych Chinach.

Poczatek epidemii COVID-19 w Europie datuje sie na styczen 2020 roku. Pierwsze potwierdzone przy-
padki odnotowano we Francji 24 stycznia 2020 roku. Byto to trzech pacjentéw, ktérzy niedawno wrdcili
z Chin, gdzie epidemia byta juz w petnym rozkwicie.

Nastepnie choroba rozprzestrzenita sie na Czechy przed 1 marca 2020 r., kiedy potwierdzono pierwsze
trzy przypadki. Na dzien 18 marca 2020 r. w naszym kraju potwierdzono juz 464 przypadki.

Weczesna faza epidemii charakteryzuje sie zazwyczaj wzrostem wyktadniczym. W miare uptywu czasu,
rozprzestrzenianie sie ma tendencje do zwalniania i podazania inng trajektorig (np. liniowa, logistyczna

itp.).

Typowy scenariusz epidemii

Na podstawie zebranych danych sprébujemy zmodelowa¢ liczbe zarazonych oséb w funkgji liczby dni od
poczatku epidemii. Tabela zawiera dane opisujace liczbe zarazonych oséb w odniesieniu do liczby dni
od poczatku pandemii.

Dzied (n) Liczba zainfekowanych oséb (a,,)

1 3

2 3

3 5

4 6

5 9

6 20
7 27
8 33
9 39
10 64
11 95
12 117
13 142
14 190
15 299
16 384

Uwaga. Sa to rzeczywiste dane z Republiki Czeskiej, poczawszy od 1 marca 2020 r.
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Zadanie 1. Oblicz stosunek liczby zarazonych oséb w danym dniu do liczby oséb zarazonych w dniu
poprzednim.

Rozwiazanie. Jesli przez g, oznaczymy stosunek liczby zarazonych osobnikéw w dniu nth do liczby
zarazonych oséb w dniu n — 1th, otrzymamy nastepujacy wzér

Qn

qn = n > 2.

)
Ap—1

Mozemy teraz obliczyé wszystkie wartoéci i uzupetnié tabele.

Dzieh (n) Liczba zarazonych oséb (a,) Wspdtczynnik zarazonych oséb

1 3 -

2 3 1,000
3 5 1,667
4 6 1,200
5 9 1,500
6 20 2,222
7 27 1,350
8 33 1,222
9 39 1,182
10 64 1,641
11 95 1,484
12 117 1,232
13 142 1,214
14 190 1,338
15 299 1,574
16 384 1,284

Obliczony stosunek liczby zarazonych oséb w danym dniu do dnia poprzedniego mozna interpretowac jako
tempo rozprzestrzeniania sie choroby. W przypadku Scisle wyktadniczego wzrostu lub spadku wspétczyn-
nik ten bytby staty. Poniewaz jednak pracujemy tylko z obserwowanymi danymi, warto$¢ wspoétczynnika
jest tylko przyblizona. Przyjrzyjmy sie blizej temu wskaznikowi.

Zadanie 2. Oblicz Srednig arytmetyczna i geometryczna wskaznika liczby zakazonych. Ktéry z nich
jest bardziej poprawny w tym przypadku?
Rozwigzanie. Srednia arytmetyczna § jest okre$lona wzorem

Q@+ -+ qie
15

Podobnie, dla sredniej geometrycznej G' otrzymujemy

G= ¥/q  qe=1,38191.

W tym przypadku lepiej jest uzy¢ Sredniej geometryczne;.

q= = 1,40731.

Na $rednig arytmetyczng moga wptywaé wartosci skrajne (dla nas, na przyktad, wartos¢ gg), ktére
moga znieksztatcal interpretacje Sredniego wzrostu lub spadku. Z drugiej strony, $rednia geometryczna
zmniejsza wptyw takich skrajnosci.

Co wiecej, w przypadku wzrostu wyktadniczego (jesli ograniczymy sie do podstawowej postaci & - a®)
jest on mnozony przez staty czynnik (tj. stosunek dwdch zmierzonych wartosci pobranych w statych
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odstepach czasu jest staty). Srednia geometryczna bezpoérednio reprezentuje ten mnoznikowy charakter
zmian. Na przyktad, zatézmy, ze mamy dwa kolejne pomiary z proporcjami

q1 = 27 q2 = Oa57

woéwczas Srednia arytmetyczna ¢ = 1,25 wskazywataby na stabilny wzrost, podczas gdy $rednia geome-
tryczna G = 1 prawidtowo odzwierciedlataby zerowy wzrost netto.

Zadanie 3. Zaprojektuj funkcje, ktéra przyblizy liczbe zainfekowanych oséb kazdego dnia. Utwoérz
wykres w programie GeoGebra (lub innym).

Rozwigzanie. Stosujac metode préb i btedéw, mozemy stworzy¢ funkcje wyktadnicza, ktéra odpowiednio
reprezentuje nasze dane, na przyktad poprzez wykorzystanie obliczonych Srednich. Bedziemy uzywac
standardowego zapisu, ktéra jest rowniez uzywana w GeoGebrze i na ponizszym rysunku. Na wykresie,
x reprezentuje czas w dniach a y liczbe zainfekowanych osobnikéw.

Uzywajac Sredniej arytmetycznej otrzymujemy funkcje y = 1,40731%, Srednia geometryczna daje funkcje
y = 1,38191%. Funkcje te s3 do$¢ odlegte od zaznaczonych punktéw, wiec nieco je zmodyfikujemy:
y = 2-1,40731%, y = 2-1,38191”". Wykresy proponowanych funkcji przedstawiono na rysunku. Oczywiscie
mozliwe jest uzyskanie jeszcze doktadniejszych funkcji wyktadniczych.
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Rysunek 1: Proponowane funkcje wyktadnicze metoda préb i btedéw

Zadanie 4. Stosujac analize regresji do danych, mozna uzyska¢ bardziej odpowiednia funkcje opisujaca
zachowanie liczby zainfekowanych oséb: y = 1.9466 - e?-3376%  Poréwnaj zaproponowana funkcje z ta
funkcja w programie GeoGebra (lub innym odpowiednim oprogramowaniu). Oblicz wartosci wszystkich
funkgcji dla dni od 14 do 16, zaokraglajac wynik do najblizszej liczby catkowitej. Poréwnaj te wartosci
z wartosciami w tabeli.

Uwaga. Funkcje wyktadnicza uzyskang w wyniku analizy regresji mozna utworzyé za pomoca arkusza
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kalkulacyjnego lub programu Geogebra. W programie Geogebra punkty uzyskane z tabeli nalezy wpro-
wadzi¢ za pomoca nastepujacego polecenia: FitExp({(1,3), (2,3), (3,5),...,(16,384)1}).

Rozwiazanie. Wszystkie trzy funkcje zostaty przedstawione na ponizszym rysunku. Na pierwszy rzut
oka widaé, ze wszystkie funkcje s podobne na poczatku, ale dla wiekszych wartosci x, funkcja y =

1,9466 -
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I y=2-1407313

033762 \wydaje sie by¢ najlepiej dopasowana do danych.

y = 1,9466 - 03376«
y=2-138191"

Rysunek 2: Poréwnanie proponowanych funkcji z funkcja uzyskana za pomoca analizy regresji

Mozemy réwniez okresli¢ te obserwacje ilosciowo, korzystajac z danych z tabeli.
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Przyktadowe
Przyktadowe Przyktadowe wartosci
wartosci wartosci wedtug
Liczba zarazonych wedtug y = wedtug y = y = 1,9466 -
Dzien (n) oséb (ay) 2-1,40731" 2-1,38191% e0:3376z
14 190 239 185 220
15 299 336 256 308
16 384 473 354 432

Mozemy wykorzystac zakres, w jakim poszczegdlne wartosci réznia sie od siebie, jako wskaznik doktad-
nosci, z jaka nasze funkcje reprezentuja dane. Daje nam to nastepujace wyniki:

1239 — 190| + |336 — 299 + 473 — 384| = 175
185 — 190| + [256 — 299| + [354 — 384| = 92
220 — 190| + |308 — 299| + |432 — 384| = 87.

Zazwyczaj jednak do oceny doktadno$ci wykorzystuje sie kwadraty réznic. Wynika to z faktu, ze podnie-
sienie do kwadratu zmniejsza wptyw matych réznic (ponizej 1) i jeszcze bardziej zwieksza wptyw duzych
réznic.
Powoduje to:

(239 — 190)% + (336 — 299)? + (473 — 384)? = 11,691

(185 — 190)% 4 (256 — 299)? + (354 — 384)% = 4,174

(220 — 190)% + (308 — 299)? + (432 — 384)% = 3,285.

W tym przypadku trzecia krzywa réwniez okazata sie najlepsza. Nie jest to przypadek, poniewaz krzywa
utworzona przy uzyciu regresji minimalizuje tego typu btedy.

Zadanie 5. Czy epidemia bedzie nadal rozprzestrzeniaé sie zgodnie z zaprojektowana funkcja? Co
moze wptynaé na jej przyszte zachowanie?

Solution. Aby epidemia nadal rosta wyktadniczo, warunki rozprzestrzeniania sie choroby musza pozostac
niezmienione. W praktyce ludzie zaczng chroni¢ sie za pomoca sprzetu ochronnego, zminimalizujg kon-
takt z innymi lub zaszczepia sie. Zmniejszy to tempo wzrostu liczby zarazonych oséb. Epidemia osiggnie
swdj szczyt, a liczba zarazonych oséb zacznie spadaé. Aby utrzymac wzrost wyktadniczy, musiataby
réwniez istnie¢ nieograniczona liczba oséb, ktére moga zarazié sie chorobg.
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