M HTH U math4u.vsb.cz
Optimalizacia

Keywords: analyticka geometria, optimalizacia, vseobecna rovnica priamky, vseobecna rovnica roviny

Linearne programovanie

Linedrne programovanie je matematickd metdéda pouzivand na najdenie najlepSieho riesenia urcitého
problému. Jednd sa o techniku, ktord sa zameriava na maximalizaciu alebo minimalizaciu linearnej
funkcie pri uréitych obmedzeniach, ktoré st takisto vyjadrené ako linedrne rovnice alebo nerovnice.

Tato oblast zacala pritahovat pozornost matematikov az po prvej svetovej vojne. Prvym z nich bol Leonid
Kantorovi¢, ktory vSak v dosledku vtedajSich vladnych represalii (a nasledne obav o svoj Zivot) musel
tdto pracu zanechat. V tehdajSom Sovietskom zvaze s centrélne riadenou ekonomikou totiz optimalizovat
vyrobné procesy nebol prave dobry ndpad (v jednej tovarni sa mu napriklad podarilo zefektivnit vyrobu
na 94 %, ale potom prislo nariadenie, Ze vSetky zidvody musia navysit svoju efektivnost rovnakym
zpiisobom).

Skuto¢nym prelomovym bodom v rozvoji linedrneho programovania bolo zverejnenie tzv. simplexového
algoritmu na rieSenie tychto dloh v roku 1947. Jeho autorom je americky matematik George Dantzig,
ktory sa tejto oblasti zacal venovat pocas druhej svetovej vojny v snahe optimalizovat niektoré procesy
v americkej armade. Volali to metddy programovacieho planovania pomocou stolnych kalkulatorov. Vo
svojej prvej odbornej prednaske na tdto tému hovoril o programovani'v linedrnej Struktire, o sa nasledne
skratilo iba na linedrne programovanie. Slovo programovanie je pozostatkom vojensky motivovanej ter-
minoldgie, ktord odkazuje na planovanie ¢i rozvrhovanie tréningov, logistiky ¢i rozmiestnenia muzstva.
Principy si ukdzeme na nasledujlcich jednoduchych prikladoch.

Optimalizacia vyroby v praziarni

Uloha 1. Berenika a Peter si otvorili novii kaviareii s praZiarfiou, kde okrem iného zacali vyrabat
dve zmesi kavy: letnii a exotickd. Letnd zmes je zlozend zo 40 % zfn sladkej eti6pskej kdvy a zo
60 % zfn Stavnatej kdvy z Peru. Exotickd zmes je vyrobend z tych istych kavovych zfn, ale v pomere
3:1 (tentokrat je viac etidpskej kavy). K dispozicii je 90 kg etidpskej kavy a 70 kg peruanskej kavy.
Kilogram letnej zmesi sa predava za 650 K¢ a kilogram exotickej zmesi za 800 K¢. Kolko ktorej zmesi
by mali Berenika a Peter z dostupnych kdvovych zfn namiesat, aby maximalizovali svoj zisk?

Riesenie Najprv potrebujeme cely tento problém matematicky modelovat. Zaneme tym, Ze mnozstvo
namiesSanej letnej zmesi ozna¢ime ako x, mnozstvo exotickej zmesi ako y a zisk z ich predaja oznacime
ako z. Bez ohladu na mnozstvo vyrdbanych zmesi mozeme zisk vyjadrit pomocou vyrazu

z = 650x 4 800y.
Je zrejmé, Ze mnozstva vyrabanych zmesi nemdzu nadobidat zdporné hodnoty, preto musi platit
x>0 aziroven y>0. (1)

Teraz musime zohladnit obmedzené mnozstvo dostupnych kavovych zin. Celkov( spotrebu etidpskej
kdvy m6zeme vzhladom na pomery mieSania vyjadrit ako

0,4z + 0,75y
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a v pripade peruanskej kavy to je

0,62 + 0,25y.

Spolu s dostupnym mnozstvom ziskavame dvojicu podmienok

0,4z + 0,75y < 90

a zaroven

0,62 + 0,25y < 70.
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(2)

Mnozina bodov, ktoré vyhovuji podmienkam (1) a (2) je vySrafovana na obrazku nizsie, pri¢om zelenou
farbou je zakreslena hrani¢na priamka 0,4z + 0,75y = 90 a modrou farbou priamka 0,62 + 0,25y = 70.
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Obr. 1: Oblast vyhovujica danym podmienkam

Vo vysrafovanej oblasti sii tak vsetky body, ktorych sdradnice z a y odpovedaji moznym rieSeniam nasej
tlohy. Ako ale ndjdeme bod s maximalnym ziskom, t. j. bod, v ktorom je hodnota vyrazu z = 65024800y

maximalna?

MoéZeme si uvedomit, Ze tento vyraz je rovnicou roviny v trojrozmernom priestore. Ak z tejto roviny
uvazujeme iba ta Cast, ktora je nad vySrafovanou oblastou, dostavame v priestore Stvoruholnik. Namiesto
toho, aby sme kreslili priestorovy obrazok, dokreslime si do obrazka eSte tzv. vrstevnice. SG to priamky

S rovnicami

650z + 800y = ¢

pre vhodné c. Vyznam tychto vrstevnic je podobny ako vyznam vrstevnic na mape. Iba namiesto bodov
s rovnakou nadmorskou vyskou spajaji nase vrstevnice body, v ktorych dosiahneme rovnaky zisk.

Tymto postupom dostaneme obrazok s vrstevnicami zakreslenymi hnedou farbou.
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Obr. 2: Oblast vyhovujica danym podmienkam

Ako uréime vhodn( hodnotu ? Nemusime ju zlozito pocitat, pretoze ju mézeme odcitat priamo z ob-
razka. Pri hodnote ¢ = (0 ziskame priamku prechadzajlicu pociatkom stiradnicovej ststavy. KedZe vSetky
vrstevnice sa liSia len hodnotou ¢, st vSetky hnedé priamky rovnobezné. Z obrazka je zrejmé, ze maxi-
mum (pri¢om sa vrstevnice s rastiicou hodnotou ¢ posivaji v severovychodnom smere) nastava v bode,
kde sa pretinaji modra a zelena priamka.

Siradnice tohto bodu teda mézeme néjst ako rieSenie ststavy linedrnych rovnic o dvoch nezndmych

0,4z + 0,75y = 90

0,6z + 0,25y = 70.
Vysledkom je bod so siradnicami [@, %] Dosadenim tychto hodnét do vyrazu z = 650x + 800y
dostaneme hodnotu maximalneho zisku priblizne 115 143 K&. Tento zisk dosiahnu Berenika s Petrom pri
vyrobe priblizne $ 600

785,71 ,kg8letnejzmesia$ % 74,29, kgSexotickejzmesi.

Poznamka. To, Ze rieSenie lezi v prieseCniku dvoch hrani¢nych priamok, nie je ndhoda. Pri linearnych
tlohach plati, ze ak existuje rieSenie, nachadza sa vzdy v niektorom z vrcholov mnohouholnika, ktory
ohranicuje vsetky pripustné body. Tento fakt moZno vyuzit aj pri Glohach s omnoho vacsim poctom
nezndmych. Stadi najst vSetky vrcholy a porovnat funkéné hodnoty. Pouzitie tzv. hrubej sily vsak moze
byt vypoctovo narocné a vyzaduje zaruCeni existenciu riesenia. Napriek tomu tato myslienka stala
pri zrode prvého velmi efektivneho a dodnes pouzivaného algoritmu na rieSenie takychto dloh, ktory
systematicky prechadza vrcholy (nie vSak nutne vSetkymi).

3 The portal Math4U is developed within the international projects of the
Department of Applied Mathematics (VSB-Technical University of Ostrava)
and other institutions in Czechia, Poland, Slovakia, and Spain.

Funded by
the European Union




MATH

Results matter!

U

math4u.vsb.cz

© 2016-2025 MATH4U

NajlepSie parkovisko

Uloha 2. Miestny developer sa rozhodol zakiipit tovéreli na vyrobu videokaziet a magnetofénovych
pasok. Tovaren uz dnes nemd ziadne vyuzitie, a bude zbdrana, aby na jej mieste vyrastlo P4+R
parkovisko pre osobné automobily a zaroven odstavné parkovisko pre nakladné automobily. Developer
vSak teraz riesi problém, ak( nastavit kapacitu pre jednotlivé druhy vozidiel. Celkovy dostupny priestor
bude 480 m?. Parkovacie miesto pre osobny automobil zaberie 12 m?, zatial o pre nakladny automobil
to je 30 m?2. Stavebny (rad viak zaroven pozaduje, aby kapacita pre osobné automobily bola aspo
dvakrat vacsia ako pre nakladné, ale zaroven tam musi byt najmenej 6 parkovacich miest pre nakladné
automobily. Stanovte optimalny pocet parkovacich miest pre osobné i nakladné automobily, ktory
bude spifiat vietky uvedené podmienky a zéroveli maximalizuje zisk z pIného parkoviska, ak za kazdé
parkovacie miesto pre osobné automobily bude platba 100 K¢ a pre nakladné automobily 400 K¢.

Riesenie. M6zeme postupovat podobne ako v predchadzajicom priklade, avsak je potrebné mat na mysli,
ze tentokrat musia byt poclty parkovacich miest celoCiselné. Ak oznadime x ako pocty parkovacich miest
pre osobné automobily a y ako pocty parkovacich miest pre nadkladné automobily, potom nasim cielom
je maximalizovat zisk z dany vztahom

z = 100z + 400y.

Navyse z uvedenych podmienok vyplyvaji nasledujiice obmedzenia.

Podmienka Zdovodnenie

y>6 poziadavka na miniméalny pocet pre nakladné automobily
2y <z poziadavka na druh parkovacich miest

12z 4+ 30y < 480 kapacitné obmedzenie pozemku

z,y € NU{0} polty st prirodzené Cisla, resp. nula

Mnozina splnajica vsetky uvedené podmienky je zndzornena na obrazku nizsie. Vyznacené st priamky

y = 6 (zelenou farbou), 2y =

x (hnedou farbou), 122 + 30y = 480 (modrou farbou) a vrstevnice

100z + 400y = c pre rézne hodnoty ¢ (¢ervenou farbou). Cim vadsie je ¢, tym viac st vrstevnice ,hore
vpravo".

RuZovou farbou je vyznaceny mnohouholnik, ktory spitia vetky uvedené podmienky okrem posledne;j.
Cierne body predstavuji vsetky body, ktoré splnajd aj tito posledni podmienku, teda siradnice su
prirodzené Cisla, pricom nula v tejto oblasti neprichddza do tvahy.
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Obr. 3: Oblast vyhovujiica danym podmienkam
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Z obrazka je zrejmé, Ze maximum bude v bode, ktory je najviac vpravo hore. Aké sii vsak jeho siiradnice?
KedZe ide o prieseCnik modrej a hnedej priamky, méZzeme jeho siradnice urcit rieSenim slstavy rovnic

20==x
12z 4 30y = 480

Jej rieSenim je usporiadana dvojica [%, %], ktora vsak nie je celoCiselna.

Ak sa na obrazok pozrieme pozornejsie a zvaZzime smer vrstevnic, mézeme odhadnit, ze hladané ma-
ximum dostaneme pre y = 8. Stcasne vidime, ze &ierny bod s touto hodnotou lezi na modrej priamke.
Teda po dosadeni y = 8 do rovnice tejto priamky dostaneme x = 20.

Maximalny zisk 5200 K¢ preto bude dosiahnuty v pripade, ked bude vybudovanych 20 parkovacich miest
pre osobné automobily a 8 parkovacich miest pre nakladné vozidla.

Ako kontrolu mbzeme samozrejme uréit vietky celo&iselné body spifiajiice dané obmedzenia a overit, ze
v ziadnom z nich nie je hodnota vyrazu 100z + 400y vacsia alebo rovna 5200.
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