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Programowanie liniowe

Programowanie liniowe jest metoda matematyczng wykorzystywana do znalezienia najlepszego rozwia-
zania okreslonego problemu. Jest to technika, ktérej celem jest maksymalizacja lub minimalizacja funkgji
liniowej przy pewnych ograniczeniach, ktére s3 réwniez wyrazone jako réwnania lub nieréwnosci liniowe.

Dziedzina ta zaczeta przyciggaé uwage matematykéw dopiero po | wojnie Swiatowej. Jednym z pierwszych
byt Leonid Kantorowicz, ktéry pdzniej zostat zmuszony do porzucenia swojej pracy z powodu represji
rzadowych w tamtym czasie, a ostatecznie z obawy o swoje zycie. Optymalizacja proceséw produkcyjnych
w Zwigzku Radzieckim, ktéry w tamtym czasie miat gospodarke centralnie planowang, nie byta dobrym
pomystem (na przyktad w jednej fabryce udato mu sie zwiekszy¢ wydajno$¢ produkgji do 94 proc, tylko
po to, by ustyszed, ze wszystkie fabryki musza zwiekszyé swoja wydajnos¢ w ten sam sposéb).

Prawdziwym punktem zwrotnym w rozwoju programowania liniowego byto opublikowanie w 1947 r.
tzw. algorytmu simpleksowego do rozwigzywania tych probleméw. Jego autorem jest amerykanski ma-
tematyk George Dantzig, ktéry rozpoczat prace w tej dziedzinie podczas Il wojny Swiatowej, prébujac
zoptymalizowaé niektére procesy w amerykanskiej armii. Nazwali to metodami programowania przy
uzyciu kalkulatoréw stacjonarnych. W swoim pierwszym wyktadzie technicznym na ten temat méwit
o programowaniu w strukturze liniowej, ktoére nastepnie zostato skrécone do programowania liniowego.
Stowo programowanie jest reliktem terminologii wojskowej odnoszacej sie do planowania lub planowania
szkolen, logistyki lub rozmieszczenia zespotu. Zilustrujemy te zasady nastepujacymi prostymi przykta-
dami.

Optymalizacja produkcji w prazalni

Zadanie 1. Berenika i Peter otworzyli nowa kawiarnie z palarniag, gdzie miedzy innymi zaczeli pro-
dukowaé dwie mieszanki kawy: letnig i egzotyczna. Letnia mieszanka skfada sie w 40% ze stodkich
ziaren kawy z Etiopii i w 60% z soczystych ziaren kawy z Peru. Egzotyczna mieszanka sktada sie z tych
samych ziaren kawy, ale w stosunku 3:1 (tym razem z wieksz3 iloscig ziaren kawy z Etiopii). Kawa
etiopska kosztuje 90 USD, a kawa peruwianska 70 USD. Kilogram letniej mieszanki sprzedawany jest
za 650 CZK, a kilogram mieszanki egzotycznej za 800 CZK. Jaka mieszanke powinni przygotowac
Berenice i Peter z dostepnych ziaren kawy, aby zmaksymalizowa¢ swoéj zysk?

Rozwigzanie. Po pierwsze, musimy zmatematyzowac caty ten problem. Zacznijmy wiec od oznaczenia
ilosci mieszanki letniej jako x i ilosci mieszanki egzotycznej jako y. Niezaleznie od tego, ile pojedynczych
mieszanek zostanie wyprodukowanych, mozemy wyrazi¢ zysk z z ich sprzedazy za pomoca réwnania

z = 650z + 800y.
Oczywiste jest, ze ujemna ilo$¢ nie moze zosta¢ wyprodukowana, tj. zdecydowanie musi istnieé, ze

x>0 and y>0. (1)
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Teraz musimy wzigé pod uwage, ze nie mamy nieograniczonej iloéci ziaren kawy. Catkowite zuzycie
etiopskiej kawy, biorac pod uwage proporcje mieszania, mozna wyrazi¢ jako

0,4z + 0,75y
a w przypadku kawy peruwianskiej jest to

0,6z + 0,25y.
Wraz z dostepng ilocig otrzymujemy pare warunkéw
and

0,4z + 0,75y < 90 0,6z + 0,25y < 70.

()

Zbidr punktéw spetniajacych warunki (1) i (2) jest zacieniowany na ponizszym rysunku, z linig graniczna
0,4z 4+ 0,75y = 90 narysowana na zielono i linig 0,62 4 0,25y = 70 narysowang na niebiesko.
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Rysunek 1: Obszar spetniajacy podane warunki
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Zacieniowany obszar zawiera wszystkie punkty, ktérych wspdtrzedne = i y reprezentuja mozliwe roz-
wigzania naszego problemu. Ale jak znalez¢ punkt maksymalnego zysku, tj. punkt, w ktérym wartos¢
wyrazenia z = 650z 4+ 800y jest maksymalna?

Mozna zauwazy¢, ze wyrazenie to jest rébwnaniem pfaszczyzny w przestrzeni tréjwymiarowej. Jesli wez-
miemy pod uwage tylko cze$¢ tej ptaszczyzny, ktéra znajduje sie powyzej zacienionego obszaru, otrzy-
mamy czworokat w przestrzeni.

Zamiast rysowac tréjwymiarowy obraz, narysujemy tak zwane linie konturowe na diagramie - proste linie
okreslone réwnaniami
650z 4 800y = ¢

dla odpowiedniego c. Znaczenie tych konturéw jest podobne do znaczenia konturéw na mapie. Tylko
zamiast punktéw o tej samej wysokoSci, nasze kontury tacza punkty, w ktérych osiaggamy ten sam
zysk. Korzystajac z tej metody, otrzymujemy diagram z liniami konturowymi narysowanymi w kolorze
brazowym.
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Rysunek 2: Obszar spetniajacy podane warunki

Jak jednak okresli¢ odpowiednig warto$¢ c? Na szczescie nie musimy tego obliczaé w zaden skompliko-
wany sposéb. Mozemy to odczytac z naszego wykresu. Dla ¢ = 0 otrzymujemy linie prosta przechodzaca
przez punkt poczatkowy, a poniewaz wszystkie linie konturowe réznig sie tylko wartoscia ¢, wszystkie
brazowe linie musza by¢ réwnolegte. Stad mozemy po prostu zobaczyé, ze maksimum (linie konturowe
przesuwaja sie na pétnocny wschdd wraz ze wzrostem wartosci ¢) znajduje sie w punkcie przeciecia linii
niebieskiej i zielone;j.

Mozemy zatem znalez¢ wspdtrzedne tego punktu jako rozwiagzanie uktadu réwnan liniowych z dwiema
niewiadomymi

0,4z + 0,75y = 90

0,6z 4+ 0,25y = 70.

Rozwigzaniem jest punkt [92%, 220 Podstawiajac te wartosci do wyrazenia z = 65024800y, otrzymamy

warto$¢ maksymalnego zysku wynoszaca okoto 115,143 KE. Cel ten zostanie osiagniety, jesli Berenika i
Petr wyprodukuja 600/7 kg, tj. okoto 85,71 kg letniej mieszanki i 520/7 kg, tj. okoto 74,29 kg mieszanki
egzotycznej.

Uwaga. Fakt, ze rozwiazanie znajduje sie na przecieciu dwéch linii granicznych, nie jest przypadkiem. W
problemach takich jak ten, gdzie wystepuja tylko funkcje liniowe, rozwigzanie (jesli istnieje) zawsze lezy
w jednym z wierzchotkéw wielokata, ktéry reprezentuje obszar wykonalny. Fakt ten mozna wykorzystaé
nawet w problemach z duzo wigksza liczba zmiennych.

Wystarczy znalez¢ wszystkie wierzchotki i poréwnaé ich wartosci funkcji. Jednak to uzycie tak zwanej
brutalnej sity ma swoje putapki: Moze to by¢ bardzo wymagajace obliczeniowo i wymaga zagwarantowa-
nia istnienia rozwigzania. Niemniej jednak pomyst ten stoi za pierwszym bardzo wydajnym algorytmem
(ktéry jest nadal uzywany) do rozwigzywania tych probleméw. Podczas korzystania z niego wierzchotki
s3 przemierzane systematycznie (tj. niekoniecznie wszystkie).
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Najlepszy parking

Zadanie 2. Lokalny deweloper postanowit kupi¢ fabryke produkujaca kasety wideo i taémy magnetofo-
nowe. Fabryka nie jest juz uzywana, zostanie wiec zburzona, aby zrobi¢ miejsce dla parkingu P+R dla
samochodéw osobowych i parkingu dla ciezaréwek. Jednak deweloper rozwigzuje teraz problem, jak
ustawi¢ pojemno$¢ dla kazdego typu pojazdu. Catkowita dostepna przestrzen wynosi 480 m?. Miejsce
parkingowe dla samochodu osobowego zajmuje 12 m?, podczas gdy dla ciezaréwki jest to 30 m?.
Jednak dziat planowania i budownictwa wymaga réwniez, aby pojemnos¢ dla samochodéw osobowych
byta co najmniej dwa razy wieksza niz dla ciezaréwek. Jednoczesnie musi by¢ co najmniej 6 miejsc
parkingowych dla ciezaréwek.

Okresl optymalna liczbe miejsc parkingowych dla samochodéw osobowych i ciezarowych, ktéra spetni
wszystkie powyzsze warunki i jednoczeSnie zmaksymalizuje zysk z petnego parkingu, jesli optata za
kazde miejsce parkingowe dla samochodéw osobowych wynosi 100 CZK, a dla samochodéw ciezaro-
wych 400 CZK.

Rozwiagzanie. Mozemy postepowac w podobny sposéb jak w poprzednim przyktadzie, ale nalezy pamietac,
ze tym razem liczba miejsc parkingowych musi by¢ liczba catkowita. Jesli jako = oznaczymy liczbe
miejsc parkingowych dla samochodéw osobowych, a jako ¥ liczbe miejsc parkingowych dla samochodéw
ciezarowych, to naszym celem jest maksymalizacja zysku z okre$lonego réwnaniem

2 = 100z + 400y.

Ponadto z podanych ograniczen wynikaja nastepujace warunki.

Warunek Uzasadnienie

y>6 wymagane minimalne miejsca parkingowe dla
samochodéw ciezarowych

2y <z wymagania dotyczace rodzajéw miejsc
parkingowych

122 + 30y < 480 dostepna pojemnos¢ dziatki

x,y € NU{0} rozwiazania musza by¢ liczbami naturalnymi lub
zerem

Zbidr spetniajacy wszystkie podane warunki jest przedstawiony na ponizszym diagramie. Linie y = 6
(zielona), 2y = x (brazowa), 12z + 30y = 480 (niebieska) oraz linie konturowe 100z + 400y = c¢ dla
réznych wartosci ¢ (czerwone). Im wieksza warto$¢ ¢, tym wieksze przesuniecie konturu w kierunku
“prawego gérnego rogu”.

Zacieniony na rézowo wielokat spetnia wszystkie warunki z wyjatkiem ostatniego. Czarne punkty to
wszystkie punkty, ktére réwniez spetniaja ostatni warunek, tzn. maja tylko liczby naturalne jako wspét-
rzedne (zero nie jest opcja w danym obszarze).
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Rysunek 3: Obszar spetniajacy podane warunki

Z wykresu jasno wynika, ze maksimum znajdzie sie w punkcie, ktéry znajduje sie najbardziej w prawym
gérnym rogu. Ale jakie sa jego wspotrzedne?

Poniewaz jest to punkt przeciecia linii niebieskiej i brazowej, mozemy okresli¢ jego wspdtrzedne rozwia-
zujac nastepujacy uktad réwnan liniowych

==z
12z 4 30y = 480.

Jego rozwiazaniem jest para [160/9,80/9], ktéra jednak nie jest para liczb catkowitych.

Jesli przyjrzymy sie uwaznie wykresowi i wezmiemy pod uwage kierunek linii konturowych, mozemy
oszacowac, ze otrzymamy pozadane maksimum dla wartosci y = 8. Jednoczesnie widzimy, ze czarny
punkt o tej wartosci lezy na niebieskiej linii. Po podstawieniu y = 8 do réwnania tej linii, otrzymamy
z = 20.

Maksymalny zysk w wysokosci 5200 CZK zostat osiagniety gdy wybudowanych zostanie 20 miejsc par-
kingowych dla samochodéw osobowych i 8 miejsc parkingowych dla cigzaréwek.

W ramach weryfikacji mozemy oczywiscie wyznaczyé wszystkie punkty catkowite spetniajace ogranicze-
nia i zweryfikowaé, ze zaden z nich nie ma wartosci 100z 4+ 400y wiekszej lub réwnej 5200.
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