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Linearni programovani

Linearni programovani je matematickd metoda pouzivana k nalezeni nejlepsiho feseni urcitého problému.
Jedna se o techniku, kterd se zaméfuje na maximalizaci nebo minimalizaci linedrni funkce za urcitych
omezeni, kterd jsou také vyjadrena jako linearni rovnice nebo nerovnice.

Tato oblast zacala pfitahovat pozornost matematik( az po prvni svétové valce. Prvnim z nich byl Lenoid
Kantorovi¢, ktery vSak v disledku tehdejsich vladnich represi (a posléze obav o sviij Zivot) musel této
prace zanechat. Ono totiz v tehdej$im Sovétském svazu s centralné Fizenou ekonomikou optimalizovat
vyrobni procesy nebyl zrovna dobry ndpad (v jedné tovarné se mu napf. podafilo zefektivnit vyrobu na
94 %, jenze pak pfislo nafizeni, Ze vSechny zavody musi navysit svoji efektivitu stejnym zplsobem).

Skuteénym zlomovym bodem v rozvoji linedrniho programovani bylo zvetejnéni tzv. simplexového algo-
ritmu pro feSeni téchto Gloh v roce 1947. Jeho autorem je americky matematik George Dantzig, ktery
se této oblasti zacal vénovat v priibéhu druhé svétové valky ve snaze zoptimalizovat nékteré procesy
v americké armadg. Rikali tomu metody programovaciho planovéani pomoci stolnich kalkulatori. Ve své
prvni odborné prednasce na toto téma hovotil o programovani v linearni struktufe, coz se nasledné
zkratilo pouze na linedrni programovani. Slivko programovani je poziistatkem vojensky motivované
terminologie, kterd odkazuje na planovani ¢i rozvrhovani tréninki, logistiky i rozmisténi muZstva.

Principy si ukdzeme na nésledujicich jednoduchych prikladech.

Optimalizace vyroby v prazirné

Uloha 1. Berenika a Petr si otevieli novou kavarnu s praZirnou, kde mimo jiné zalali vyrabét dvé
smési kavy: letni a exotickou. Letni smés je umichana ze 40,% ze zrn sladké etiopské kavy a ze 60,%
ze zrn Stavnaté kavy z Peru. Exotickd smés je vyrobena ze stejnych kdvovych zrn, ale v poméru 3:1
(tentokrat je vice etiopské kavy). K dispozici je 90 kg etiopské kavy a 70 kg perudnské kavy. Kilogram
letni smési se prodava za 650 K¢ a kilogram exotické smési za 800 K¢. Kolik které smési by méli
Berenika a Petr z dostupnych kavovych zrn namichat, aby maximalizovali sviij zisk?

Reseni. Nejd¥ive potfebujeme cely tento problém matematizovat. Zaéneme proto tim, ze mnoZstvi na-
michané letni smési oznacime jako & a mnoZzstvi exotické smési jako y. Bez ohledu na to, kolik bude
jednotlivych smési vyrobeno, zisk z z jejich prodeje mizeme vyjadfit pomoci vyrazu

z = 650z + 800y.
Je jasné, Ze nelze vyrabét zaporné mnozstvi, tj. urité musi platit
x>0 aziroven y>0. (1)

Nyni musime zohlednit to, ze nemame neomezené mnozstvi kdvovych zrn. Celkovou spottebou etiopské
kdvy mizeme vzhledem k pomérim michani vyjadFit jako

0,4z + 0,75y
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0,62 + 0,25y.

Dohromady s dostupnym mnozstvim ziskdvame dvojici podminek

0,4z + 0,75y < 90

a zéroven 0,6x + 0,25y < 70. (2)

Mnozina bodd, které vyhovuji podminkdm (1) a (2) je vySrafovdna na obrazku nize, pfi¢emz zelenou
barvou je zakreslena hrani¢ni pfimka 0,4z + 0,75y = 90 a modrou barvou pfimka 0,6x + 0,25y = 70.

1207

100 +

80 |

60

40 |

20

Y

T

20 40 60 80 1\20

100

Obrazek 1: Oblast vyhovujici danym podminkam

Ve vysrafované oblasti jsou tak vsechny body, jejichZ soufadnice x a y odpovidaji moznym FeSenim nasi
tlohy. Jak ale najdeme bod s maximalnim ziskem, tj. bod ve kterém je hodnota vyrazu z = 6502 + 800y

maximalni?

Muzeme si uvédomit, Ze tento vyraz je rovnici roviny v trojrozmérném prostoru. Uvazujeme-li z této
roviny pouze tu Cast, kterd je nad vySrafovanou oblasti, dostavame v prostoru Ctytihelnik.

Misto toho, abychom kreslili prostorovy obrazek, dokreslime si do obrazku jesté tzv. vrstevnice. Jsou to

pfimky s rovnicemi

650z + 800y = ¢

pro vhodna c. Vyznam téchto vrstevnic je podobny jako vyznam vrstevnic na mapé. Pouze misto bodi
o stejné nadmorské vysce, spojuji nase vrstevnice body, ve kterych dosdhneme stejného zisku.

Timto postupem dostaneme obrazek s vrstevnicemi zakreslenymi hnédou barvou.

The portal Math4U is developed within the international projects of the
Department of Applied Mathematics (VSB-Technical University of Ostrava)

Funded by
the European Union

and other institutions in Czechia, Poland, Slovakia, and Spain.



MATHEDU mathau-vsh.cz
Results matter!

1200

100

"\ AN

S0 100 1%0

Obrazek 2: Oblast vyhovujici danym podminkam

Jak ale uré¢ime vhodnou hodnotu ¢? Tu nastésti nemusime nijak slozité pocitat, ale mizeme ji zjistit
z naseho obrazku. Pro ¢ = 0 dostaneme piimku prochazejici pocatkem, a jelikoz se vSechny vrstevnice lisi
pouze hodnotou ¢, musi byt vSechny hnédé pfimky rovnobézné. Odtud pak uz jen vidime, ze maximum
(vrstevnice se s rostouci hodnotou ¢ posouvaji severovychodnim smérem) bude v bodé, kde se protne
modra a zelena ptimka.

Soufadnice tohoto bodu tedy miizeme najit jako FeSeni soustavy linearnich rovnic o dvou neznamych

0,4z 4+ 0,75y = 90

0,6z + 0,25y = 70.
Je jim bod o soutadnicich [@, @] Dosazenim téchto hodnot do vyrazu z = 650x + 800y dostaneme
hodnotu maximalniho zisku priblizné 115143 KC. Toho bude dosazeno, pokud Berenika s Petrem vyrobf
600/7 kg, tj. priblizné 85,71 kg letni smési a 520/7 kg, tj. priblizné 74,29 kg exotické smési.

Poznamka. To, ze feSeni vyslo v priseCiku dvou hrani¢nich pfimek, vSak neni ndhoda. U téchto uloh,
kdy vSechny funkce jsou pouze lineérni, plati, ze feSeni je vzdy v nékterém z vrcholi mnohothelniku
(pokud existuje) vymezujiciho vSechny pfipustné body. Toho lze vyuzit i v pfipadé dloh s mnohem vétsim
poctem neznamych.

Stadi najit vSechny vrcholy a porovnat funkéni hodnoty. AvSak toto pouziti tzv. hrubé sily ma sva uskali:
mize byt vypocetné velmi naro¢né a vyzaduje mit zaruenu existenci feSeni. Nicméné tato myslenka
stoji za prvnim velmi efektivnim (a dodnes pouzivanym) algoritmem pro FeSeni téchto dloh. P¥i jeho
pouziti jsou vrcholy prochdzeny systematicky (tj. ne nutné vdechny).
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Nejlepsi parkovistée

Uloha 2. Mistni developer se rozhod| zakoupit tovarnu na vyrobu videokazet a magnetofonovych
paskid. Tovarna dnes jiz nema zadné vyuziti, a tak bude zbourana, aby na jejim misté vyrostlo P4+-R
parkovisté pro osobni automobily a zaroven odstavné parkovisté pro nakladni automobily. Developer
vSak nyni Fesi problém, jakou nastavit kapacitu pro jednotlivé druhy vozii. Celkovy dostupny prostor
bude 480 m?2. Parkovaci misto pro osobni automobil zabere 12 m?, zatimco pro nakladni auto to je
30 m2.

Stavebni Grad vsak zaroven pozaduje, aby kapacita pro osobni automobily byla alespon dvakrat vétsi
nez pro nakladni vozy, ale zaroven tam musi byt nejméné 6 parkovacich mist pro nakladni automobily.
Stanovte optimalni pocet parkovacich mist pro osobni i ndkladni automobily, ktery bude spliovat
vsechny uvedené podminky a zaroven maximalizuje zisk z pIného parkovisté, pokud za kazdé parkovacfi
misto pro osobni automobily bude platba 100 K¢ a pro nékladni vozy 400 K¢.

Reseni. Miizeme postupovat podobné jako v ptedchozim ptikladé, aviak je potfeba mit na mysli, ze
tentokrat musi byt pocty parkovacich mist celociselné. Oznacime-li jako x pocty parkovacich mist pro
osobni automobily a jako y pocty parkovacich mist pro ndkladni vozy, pak nasim cilem je maximalizovat
zisk z dany vztahem

z = 100z + 400y.

Navic z uvedenych podminek plynou nasledujici omezeni.

Podminka Zdiavodnénfi

y>6 pozadavek na minimalni pocet pro nadkladni vozy
2u <z pozadavek na druhy parkovacich mist

12z 4+ 30y < 480 dostupna kapacita pozemku

z,y € NU{0} poéty musi byt pfirozend ¢isla nebo pripadné

nula

Mnozina splnujici vSechny uvedené podminky je vykreslena na obrazku nize. Vyznaleny jsou pfimky
y = 6 (zelenou barvou), 2y = x (hnédou barvou), 122 + 30y = 480 (modrou barvou) a vrstevnice
100z +400y = ¢ pro riizné hodnoty hodnoty ¢ (&ervenou barvou). Cim vétsi je ¢, tim vice jsou vrstevnice
“vpravo nahore".

RiZovou barvou je vySrafovan mnohouhelnik, ktery vyhovuje vdem uvedenym podminkdm kromé po-
sledni. Cerné body jsou pak vSechny body, které splnuji i tuto podminku, tj. maji navic jenom jako
soutadnice pfirozend &isla (nula nepfichédzi v dané oblasti v dvahu).
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Obrazek 3: Oblast vyhovujici danym podminkam
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Z obrazku je patrné, ze maximum bude v bodé, ktery je nejvice vpravo nahore. Jaké jsou ale jeho
soufadnice?

Vzhledem k tomu, Ze se jedna o prisecik modré a hnédé pfimky, mizeme jeho soutadnice urcit YeSenim
soustavy rovnic
20==x
12z 4 30y = 480
Jejim FeSenim je dvojice [160/9,80/9], ktera ale neni celoéiselna.

Podivame-li se na obrazek pozorné a zvazime-li smér vrstevnic, mizeme odhadnout, Ze hledané maximum
dostaneme pro y = 8. Soucasné vidime, ze Cerny bod s touto hodnotou lezi na modré pfimce. Tedy po
dosazeni y = 8 do rovnice této pfimky, dostaneme z = 20.

Maximalniho zisku 5200 K¢ proto bude dosazeno v pripadé, kdy bude vybudovano 20 parkovacich mist
pro osobni automobily a 8 parkovacich mist pro nakladni vozy.

Jako kontrolu mlizeme samozrejmé urcit vSechny celociselné body spliujici dand omezeni a ovérit, ze
v zadném z nich neni hodnota vyrazu 100z + 400y vétsi nebo rovna 5200.
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