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Ztoty podziat i utamki ciggte
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Mamy odcinek AB i punkt C, ktéry na nim lezy. Méwimy, ze punkt C dzieli odcinek AB w ztotym
podziale, jesli dtugosci odcinkdéw spetniaja réwnanie

|AB| _ |AC]|
|AC|  |CB|’

Wspétczynnik ten jest czesto oznaczany grecka literg ¢ i ma warto$¢ okoto 1.618.
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Rysunek 1: Odcinek linii podzielony w stosunku ztotego podziatu

Dobrym przyktadem zastosowania ztotego podziatu w zyciu codziennym jest karta kredytowa. Ma ona
ksztatt tak zwanego ztotego prostokata, ktérego boki spetniajg zasade ztotego podziatu. Ztoty prostokat
jest popularnym ksztattem ze wzgledu na jego zréwnowazony wyglad; nie jest ani za dtugi, ani za szeroki.
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Rysunek 2: Ztoty prostokat i zfota spirala

Ztota proporcja jest Scisle zwigzana z ciggiem Fibonacciego. Wyrazy ciagu Fibonacciego s3 liczbami 1,
1, 2, 3,5, 8, 13, 21, 34, 55, ..,gdzie kazdy termin jest sumg dwdch poprzednich. Poszczegdlne wyrazy
tego ciggu nazywamy réwniez liczbami Fibonacciego. Jaki jest zwigzek miedzy ciaggiem Fibonacciego
a zfotg proporcja? Jest tak, ze granica stosunku dwéch kolejnych wyrazéw tego ciggu tego ciggu jest
réwna ztfotej proporcji .

Jesli skonstruujemy kwadraty, ktérych dtugosci bokédw odpowiadaja doktadnie liczbom Fibonacciego,
mozna je tadnie utozyé obok siebie w ksztatcie ztotego prostokata, jak pokazano na rysunku. Nastep-
nie mozemy wpisaé Cwieré kota w kazdy kwadrat i otrzymamy tzw. ztota spirale. Ztota spirala jest
szczegblnym przypadkiem spirali logarytmiczne;.

W naturze ztota proporcja wystepuje w postaci ciaggu Fibonacciego. Mozemy j3 znalez¢ w uktadzie
lisci na todygach. Liscie rosna jeden nad drugim, dzieki czemu nie zacieniaja sie nawzajem, przejscie od
jednego liscia do nastepnego ma charakter spiralnego wzrostu wokét todygi. Podobny uktad wystepuje w
tuskach szyszek sosnowych, nasionach stonecznika lub skérce ananasa. Spirala logarytmiczna wystepuje
réwniez w muszlach mieczakéw lub w paproci. Tornada, cyklony i galaktyki réwniez maja ten ksztatt.

Ztota proporcja jest szeroko stosowana w sztuce w celu uzyskania estetycznych i harmonijnych kom-
pozycji. i harmonijnych kompozycji. Malarze i fotografowie uzywaja tego wspdtczynnika do okreslania
rozmieszczenia kluczowych elementéw w swoich pracach. Architekci czesto uwzgledniajg ztota proporcje
w projektach budynkéw.
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Nieskonczony utamek ciagty

Nieskonczony utamek ciagty jest wyrazeniem postaci
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gdzie ag jest liczba catkowita, a liczby a; sa dodatnimi liczbami naturalnymi dla ¢ € N. Utamek ciagty
moze by¢ réwniez skonczony.
Ztota proporcje mozna wyrazi¢ za pomoca utamka ciagtego
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Zadanie 1. Oblicz przyblizone warto$ci ztotej proporcji przy uzyciu skonczonych utamkéw ciggtych

1.
1+ !
1+ !
1+ -
1
2.
14 !
1+ !
14 !
1+ !
1
Rozwigzanie.
1.
1 1 1 .
1+ =l =l g = = 16T
1+ —— 1+ = 2
+1 1 3
1
2.
1+ ! P TIPS .
- 1 125
1+ - I+ — 1+ 5
1+ —— 1+ = 2
+1 1 T3
1
3 The portal Math4U is developed within the international projects of the

Funded by

Department of Applied Mathematics (VSB-Technical University of Ostrava) the European Union

and other institutions in Czechia, Poland, Slovakia, and Spain.




math4u.vsb.cz

MATHEP U

Results matter!

Zadanie 2. Oblicz doktadna warto$¢ ztotego podziatu (.

Rozwigzanie. Zatézmy, ze odcinek AB ma dtugos$¢ 1. Podzielimy ten odcinek przez punkt C' w ztotym

podziale. Wtedy otrzymujemy
_ |AB| _ |AC]

- |AC]  |OB|’
Oznaczmy x = |AC|, tzn. x jest dtugoscia dtuzszego odcinka linii AB. Wtedy |BC| = 1 — x zachodzi
dla dtugosci odcinka BC' i w ten sposéb otrzymujemy réwnanie

Lz (1)

ktéry jest zdefiniowany dla = # 0 i = # 1. Nie musimy jednak braé¢ pod uwage tych skrajnych wartosci,
poniewaz z pewnoscig nie odpowiadaja one zfotej proporcji. Manipulujac (1), otrzymujemy réwnanie
kwadratowe

2?2 +r—-1=0,

ktérego pierwiastkami sg

_—-1+45

x1,2 B
W naszym przypadku, x jest dtugoscia odcinka linii; dlatego ujemna warto$¢ x nie jest prawidtowa.

Mamy wiec jedyne satysfakcjonujace rozwiazanie réwnania (1)

_ —1+45
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Teraz mozemy obliczy¢ warto$¢ ztotego podziatu ¢:

_|AB| 1 1 2

YTIAC) T —1?/5:\/571'

Skracajac mianownik otrzymujemy wéwczas
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o = 1,618.

Zadanie 3. Rozwiaz réwnanie inspirujac sie ztota proporcja w skonczonym utamku ciggtym
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Rozwigzanie. Upro$émy réwnanie krok po kroku.
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Pod warunkiem z # f% otrzymujemy réwnanie kwadratowe

202 — 22— 2=0.

Jego pierwiastki to

1++5
7
Zauwaz, ze jednym z rozwiazah jest ponownie ztota proporcja.
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