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Przeksztatcenie prostokatnego graniastostupa w skre-

cony graniastostup

W projektowaniu mebli pojawia sie ksztatt, ktéry jest réwniez interesujacy z geometrycznego punktu
widzenia. Mozna go uzyska¢ z prostokatnego graniastostupa, dzielgc kazda $ciane boczng na dwa tréj-
katy za pomoca jednej z jej przekatnych, a nastepnie obracajac gérna podstawe o 90°, jak pokazano
na rysunku 1. Przy zachowaniu dtugosci krawedzi i przekatnych zmienia sie wysoko$¢ graniastostupa.
Otrzymany ksztatt jest szczegdlnym przypadkiem tzw. skreconego graniastostupa.
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Rysunek 1: Transformation of a regular quadrilateral prism into its twisted variant while maintaining

the lengths of the edges

Sprébujmy stworzy¢ ten ksztatt, uzywajac na przyktad pudetka po syropie na kaszel lub kroplach do oczu
dla dzieci. Aby wszystko dziatato prawidfowo, pokrywy pudetka (gérna i dolna podstawa graniastostupa)
musza by¢ kwadratowe i mozna je w jaki$ sposéb otworzy¢ lub roztozy¢. Stworzenie skreconego graniasto-
stupa wymaga troche praktyki i umiejetnosci, poniewaz wykonanie skretu o0 90 oniejestwrzeczywistocitakieproste.

Mozemy skorzystac z nastepujacej procedury:

= Otwdrz klapki pudetka i sptaszcz je do jednej ptaszczyzny, tak aby dwie boczne Scianki znalazty

sie na gorze, a dwie na dole.
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= Podziel wszystkie boczne Scianki wzdtuz przekatnych w tym samym kierunku, jak pokazano na
rysunku 2. Sprébuj zagia¢ papier wzdtuz tych linii, aby mozna go byto p6zniej ztozyé.

= Delikatnie zagnij kazda przekatna do wewnatrz, tworzac grzbiety.

= Teraz wykonaj skret: jedna reka delikatnie przytrzymaj dolna cze$¢ pudetka, unie$ gérna czes¢ i
przesun ja lekko w lewo, tak aby gérna podstawa obrdcita sie.

= Nastepnie roztéz sptaszczone pudetko, nadajac mu tréjwymiarowy ksztatt. Ten krok wymaga nieco
praktyki. Mozesz to zrobi¢, Sciskajac pudetko miedzy dwoma palcami w miejscu, gdzie wszystkie
zaznaczone przekatne sie pokrywaja, a druga reka rozktadajac gérna lub dolng cze$¢ pudetka w
przestrzeni.

= Jeli dotartes do tego miejsca, pozostaje tylko zamkna¢ klapki pudetka — i gotowe. Gratulacje!
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> Cwiczenie 1. Chcemy zbudowa¢ stotek w ksztafcie skreconego graniastos’fupa i mamy do dyspozycji
kilka odpowiednich kartonowych pudetek. > Wszystkie te pudetka maja kwadratowe podstawy o dtugosci
boku 40,cm, ale réznia sie wysokoscig. > Z doswiadczenia wiemy, ze stotek o wysokosci 50, cm jest
wygodny do siedzenia. > Jaka wysoko$¢ pudetka jest idealna do wykonania stotka w ksztatcie skreconego
prostopadtfoscianu o wysokosci pionowej 50 cm? > Dtugos$¢ boku podstawy wynosi a = 40 cm.

Rozwiazanie. Pierwotna krawedz boczna graniastostupa o dtugosci v, pozadana wysoko$¢ stotka h oraz
krawedz podstawy a tworza tréjkat prostokatny. Krawedz a jest rzutem prostokatnym krawedzi v na
ptaszczyzne podstawy (patrz rysunek 3).

Rysunek 2: Rectangular triangle

Zgodnie z twierdzeniem Pitagorasa otrzymujemy:

v =VhZ+a?2=+/502+ 402 = 64cm.

Idealnie, kartonowe pudetko powinno mie¢ okoto 64 cm wysokosci.
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Inne warianty skreconych graniastostupdw

Czy podobny ksztatt mozna uzyskaé z prostych graniastostupdw, ktérych podstawa jest inny regularny
wielokat o n bokach?

OdpowiedZ brzmi: tak. Jednak opisana powyzej metoda konstrukcji (tworzenia skreconego graniasto-
stupa z papieru) moze by¢ zastosowana tylko wtedy, gdy n jest liczba parzystg. W ponizszym zadaniu
skupimy sie na skonstruowaniu szesciokatnego pryzmatu skreconego. Najpierw sprébuj ustalié, o ile stopni
obrécona jest w tym przypadku gérna podstawa. Jeéli nie masz wystarczajacej wyobrazni przestrzen-
nej, zbuduj model. Aby uprosci¢ zadanie, mozesz pracowaé z siatka powierzchni bocznej pryzmatu. Na
rysunku 4 ponizej taka siatka jest juz przygotowana do zfozenia (najlepiej sprawdzi sie grubszy papier).

Rysunek 3: Net of the lateral surface of a hexagonal twisted prism

Przed sklejeniem nalezy wykona¢ zagiecia wzdtuz krawedzi i przekatnych — zagiecia krawedzi nalezy
wykonaé w gore, a przekatnych w dét. Po sklejeniu nalezy postepowaé zgodnie z instrukcjami przedsta-
wionymi na rysunku 5.
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Rysunek 4: Steps for constructing a hexagonal twisted prism
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Cwiczenie 2. W jaki sposéb wysokoé¢ h skreconego szeéciokatnego graniastostupa (utworzonego z re-
gularnego szesciokatnego graniastostupa) zalezy od pierwotnej wysokosci graniastostupa v i dtugosci
boku a podstawy?

Rozwigzanie. Aby to obliczyé, musimy znaé kat, o ktéry jedna podstawa jest obrécona wzgledem drugie;j.
Kat ten mozna okresli¢ na podstawie opisanego powyzej modelu. Ponizszy diagram 3D pokazuje kat
obrotu.
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Rysunek 5: Formation of a twisted prism from a regular hexagonal prism

Jedli diagram 3D jest niejasny, mozesz sprébowaé wyobrazi¢ sobie, jak wyglada bryta widziana z gory.
Teraz potraktujemy gérng podstawe jako przezroczysta. Odcinki, ktére byty przekatnymi w écianach pier-
wotnego pryzmatu, przecinaja sie w jednym punkcie i, patrzac z géry, dzielg sze$ciokat A’B'C'D’'E'F’
na szeé¢ tréjkatéw réwnobocznych. Skupmy sie na odcinku A’ B, ktéry byt przekatna w écianie ABB’A’.
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Rysunek 6: Left: Top view of a twisted hexagonal prism (top base is transparent). Right: Face ABB’ A’
after twisting

Aby odcinek przechodzit przez $rodek, punkt A’ musi pokrywaé sie z punktem F, poniewaz punkt F
lezy naprzeciwko punktu B. Pozostate wierzchotki uzupetniamy w porzadku alfabetycznym, zgodnie
z kierunkiem zastosowanym w dolnej podstawie — czyli przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara.

Teraz jest jasne, ze gérna podstawa zostata obrécona o 120° wzgledem dolnej podstawy. Z tego powodu
krawedz BB’ lezy bezpo$rednio nad krawedziag BF, a odcinek BF jest rzutem prostokatnym BB’.

Dtugosé krawedzi BB’ wynosi v, a dtugo$¢ BF oznaczamy jako v1. Wysoko$¢ bryty, h, jest réwna diu-
goéci odcinka B'F. Punkty F', B i B’ tworzg tréjkat prostokatny. Wykorzystujac twierdzenie Pitagorasa,
otrzymujemy nastepujace wyrazenie wysokosci:

h=/v? —v2.
Aby znalez¢ vy, uzywamy tréjkata ABF.
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Rysunek 7: Right triangle

Ponownie mozemy skorzysta¢ z twierdzenia Pitagorasa. Aby utworzyé tréjkat prostokatny, rysujemy
prostopadfa z punktu A do boku AF. Oznaczmy podstawe tej prostopadtej jako punkt P. Dtugos¢ tej
wysokosci wynosi 2, poniewaz trojkat ABP jest potowa trdjkata réwnobocznego o dtugosci boku a.

21
Mamy:

i dlatego

v = a\/g.

Teraz mozemy podstawi¢ to wyrazenie do wzoru na h, otrzymujac

h=1\/v? - (aV3)? = \/v? — 3a2,

co jest pozadanym wyrazeniem wysokosci skreconego szesSciokatnego graniastostupa w kategoriach v i
a.

Cwiczenie 3. Jaki jest warunek graniczny dla konstruowania modeli w poprzednich dwéch ¢éwicze-
niach?

Rozwigzanie. W ¢wiczeniu 1 musimy mie¢ v wieksze niz a. Gdyby v = a, przeciwprostokatna trdjkata
prostokatnego miataby taka sama dtugosé jak jedno z ramion, a drugie ramie miatoby dtugosé zerowa.
Wysoko$¢ skreconego graniastostupa wynositaby zatem zero, a graniastostup zapadtby sie, przyjmujac
ptaski ksztatt. Przekatne pierwotnego graniastostupa nadal przecinatyby sie w jednym punkcie.

The portal Math4U is developed within the international projects of the
Department of Applied Mathematics (VSB-Technical University of Ostrava)
and other institutions in Czechia, Poland, Slovakia, and Spain.

Funded by
the European Union




MATHO) U math e
Results matter!

Podobnie, w ¢wiczeniu 2 musimy mie¢ v > |AE)|, czyli v > V3a. Jedli v = /3a, skrecony graniastostup
ponownie miatby zerowa wysoko$¢ i zapadtby sie, przyjmujac ptaski ksztatt.

Technika dla nieparzystych wartosci nTechnika dla nie-
parzystych wartosci n

Wspomniano juz, ze opisana powyzej metoda konstrukcji nie dziata w ten sam sposéb dla nieparzystych
wartosci n. Jedyna réznica jest jednak to, ze po przygotowaniu siatki bocznej powierzchni graniastostupa
nie nalezy klei¢ krawedzi bocznej przed uksztattowaniem graniastostupa. Zamiast tego nalezy najpierw
ztozy¢ siatke w ksztatt skreconego graniastostupa, a dopiero potem skleié¢ krawedZ boczna.

Technika stosowania innego kata obrotu

A co, jesli chcielibysmy stworzyé ksztatt podobny do tego z pierwszego przyktadu, ale wykorzystaé
go jako maty wazon na suszone kwiaty lub pojemnik na otéwki? W takim przypadku nie chcemy,
aby cztery krawedzie skreconego graniastostupa (dawniej przekatne w $cianach regularnego prostopa-
dtoécianu) przecinaty sie w $rodku — chcemy uzyskaé pusta przestrzen wewnatrz. Aby to osiagnaé,
musimy zmniejszy¢ kat obrotu miedzy dwiema podstawami. **

Cwiczenie 4. Skonstruuj rozwiniecie wazonu w ksztatcie skreconego graniastostupa, biorac pod uwage,
ze wysoko$¢ wazonu wynosi A = 110, mm, dtugo$¢ boku kwadratowej podstawy wynosi a = 65, mm,
a gérna podstawa jest obrécona o o = 45° wzgledem dolnej podstawy. Tym razem rozwigz zadanie
konstruktywnie, uzywajac wytacznie linijki i cyrkla.

Wskazéwka. Lewy rysunek przedstawia widok z géry dolnej podstawy i gérnej podstawy obréconej o 45°.
Po prawej stronie pokazano réwniez wszystkie krawedzie powstatej bryty. Nie trzeba rysowac wszystkich
z nich — dla konstrukgji najwazniejsze s odcinki AA’ i BA’. Wazne jest réwniez, aby zdaé sobie sprawe,
ze w widoku z géry rzut prostokatny A; punktu A’ na ptaszczyzne podstawy dolnej spetnia warunek
A=A
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Rysunek 8: Top view of the vase
Z opisu zadania wiemy, ze wysoko$¢ wazonu wynosi 110 mm, wiec |[AA_1| = 110 mm. Korzystajac

z tréjkata prostokatnego A_1AA’, mozemy okresli¢ rzeczywista dtugos¢ krawedzi AA'. Podobnie mozemy
okresli¢ dtugos¢ krawedzi BA', konstruujac tréjkat prostokatny A__1BA’ Dzieki tym informacjom znamy
wszystkie dtugosci krawedzi niezbedne do narysowania rozwiniecia wazonu.
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