math4u.vsb.cz

U © 2016-2025 MATH4U

MATH

Results matter!

Zborceny hranol

Keywords: geometrie v prostoru, Pythagorova véta, stereometrie, trigonometrie, zborceny hranol

Jak vytvorit zborceny hranol z kolmého ctyrbokého hra-

nolu

V designu nabytku se objevuje tvar, ktery je zajimavy i z geometrického hlediska. Lze ho vytvorit
z pravidelného Ctyrbokého hranolu rozdélenim kazdé bocni stény na dva trojihelniky pomoci jedné
z uhlopficek a pootocenim horni podstavy o 90° tak, jak je to zndzornéno na Obrazku 1. P¥i zachovani
délek hran a Ghlopricek souCasné dochazi ke zméné vysky hranolu. Vysledny tvar je specidlnim pfipadem

tzv. zborceného hranolu (v angli¢tiné twisted prism).
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Obrazek 1: Transformace pravidelného ¢tyrbokého hranolu na jeho zborcenou variantu pfi zachovani

délek hran

Zkusme si tento tvar vytvofit tfeba z krabicky od détského sirupu nebo oénich kapek. Aby vse fungovalo
je nutné, aby vicka krabicky (horni a doIni podstava hranolu) byla ¢tvercova a daly se néjakym zplsobem
odklopit nebo rozlozit. K vytvoreni zborceného hranolu je tfeba trochu praxe a zrunosti, protoze ono

pootoceni 0 90° nelze provést v praxi tak jednoduse.
MiiZzeme pouzit nasledujici postup.
= Odklopime vic¢ka krabicky a krabi¢ku sloZzime do roviny (dvé bo¢ni stény nahote, dvé boénf stény
dole).

= VSechny boclni stény rozdélime Ghlopfickami v jednom sméru tak, jak je to na obrazku. Snazime
se v papiru vytvorit ryhy, v nichz pljde papir prehnout.
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= Vsechny vzniklé Ghlopficky prolomime mirné smérem dovnitf.

= Provedeme prekFizeni. Spodni ¢ast pFidrzime lehce jednou rukou, vrchni éast vezmeme, nadzved-
neme a presuneme smérem doleva.

= Nyni z roviny rozlozime krabi¢ku do prostoru. Tento krok chce trochu cviku. Miizeme to udélat
tak, ze v misté, kde lezi vSechny oznacené Ghlopricky nad sebou, pfitla¢ime krabicku dvéma prsty
proti sobé. Soucasné se snazime druhou rukou rozlozit horni nebo dolni ¢ast krabi¢ky do prostoru.

= Pokud se vam predchozi krok podafil, zbyva uz jen zavfit vicka krabicky a méate hotovo. Gratuluji!
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Obrazek 2: Postup tvorby zborceného hranolu z krabicky

Uloha 1. Chceme vytvorit stoli¢ku ve tvaru zborceného hranolu a mame k dispozici n&kolik vhodnych
kartonovych krabic. Tyto krabice maji stejné ctvercové podstavy o délce hrany 40 cm, ale rlizné vysky.
Pro sezeni mame odzkousené, Ze nam vyhovuje vyska stolicky 50cm. Jaka vyska krabice je idealni
pro vyrobu stoli¢ky ve tvaru ¢tyfbokého zborceného hranolu o vysce 50 cm? Délka hrany podstavy je
a = 40cm.

Reseni. Piivodni bo¢ni hrana hranolu o délce v, vy3ka Zidlicky h a hrana dolni podstavy a tvo¥i pravoihly
trojihelnik. Hrana a je kolmym primétem hrany v do roviny dolni podstavy (viz obréazek).

Obrazek 3: Pravouhly trojihelnik

Podle Pythagorovy véty tedy plati

v =VhZ+a2=+/502 +402 = 64cm.

Kartonova krabice by v idedlnim ptipadé méla byt vysoka priblizné 64 cm.
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Dalsi varianty zborcenych hranoli

Slo by obdobny tvar vytvoFit i z kolmych hranolii, jejich podstava by byl jiny pravidelny n-thelnik?
Odpovéd zni ano. Postup uvedeny vySe (pro tvorbu zborceného hranolu z papiru) je vSak mozné aplikovat
pouze pro suda n.

V néasledujici Gloze se budeme zabyvat tvorbou Sestibokého zborceného hranolu. Rozmyslete si nejdfive,
o kolik stupnii se tomto ptipadé horni podstava pootoci. Pokud prostorova predstavivost selhava, vytvorte
si model. Pro jednoduchost stadi pracovat se siti plasté hranolu. Na obrazku niZe je takova sit jiz
pripravend ke slepeni (idedlni je tvrdsi papir).

Obrazek 4: Sit plasté Sestibokého zborceného hranolu

Pted slepenim vytvorte ohyby v hranach a thloprickdch. Ve hranach smérem nahoru, v Ghlopfickach
smérem dol(. Po slepeni postupujte podle obrazku.
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Obrazek 5: Postup pro tvorbu Sestibokého zborceného hranolu

Uloha 2. Jak zavisi vy3ka h $estibokého zborceného hranolu (ktery vznikne z pravidelného Sestibokého
hranolu) na vysce pivodniho hranolu v a na délce hrany dolni podstavy a?
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Reseni. K vypottu je tieba znat tihel o ktery se jedna podstava pootodi vzhledem k druhé. Ten Ize uréit
z modelu popsaného vyse. Nasledujici prostorovy obrazek Uhel rotace prozrazuje.
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Obrazek 6: Vznik zborceného hranolu z pravidelného Sestibokého hranolu

Pokud je pro nékoho trojrozmérny obrazek neprehledny, mize si predstavit, jak téleso vypada pri pohledu
shora. Horni podstavu budeme brat nyni jako prihlednou. Usecky, které byly tGihloptickami ve sténach
plvodniho hranolu, se protinaji v jednom bodé a p¥i pohledu shora déli Sestitihelnik A’B'C'D'E'F’ na
est rovnostrannych trojihelniki. ZaméFime se na Gse¢ku A’ B, kterd byla GhlopFi¢kou ve sténé ABB’'A’.
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Obrazek 7: Vlevo pohled shora na Sestiboky zborceny hranol (horni podstava prihlednd). Vpravo sténa
ABB’A’ po zborceni

Aby tato tsecka prochazela stfedem, musi byt A’ = E, protoze bod E je naproti bodu B. Ostatni vrcholy
doplnime postupné podle abecedy ve stejném sméru, v jakém jsou body oznaceny v dolni podstavé, tj.
proti sméru hodinovych rucicek.

Nyni je uz jasné, Ze se horni podstava pootocila vzhledem ke spodni podstavé o 120°. Diky tomu vime,
Ze hrana BB’ lezi nad hranou BF a lsetka BF je kolmym priimétem lsecky BB'.

Délka hrany BB’ je v, délku BF oznalme v;. Vyska télesa h je rovna délce tse¢ky B'F. Body I, B a
B’ tvoti pravoihly trojihelnik. Pomoci Pythagorovy véty dostdvadme pro vysku vztah

h=1/v2 —v2.
Zbyva urdit vy. K tomu pouzijeme trojihelnik ABF'.
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Obrazek 8: Pravouhly trojahelnik

Postupovat miizeme opét pomoci Pythagorovy véty. K vytvoreni pravouihlého trojihelnika staci bodem

A vést vysku na stranu AF. Patu této vysky oznalime P. Délka této vysky je &, protoze trojihelnik

21
ABP je polovina rovnostranného trojihelniku o strané a. Plati

a odtud

v = a\/g.

Toto vyjadreni nyni mizeme dosadit do vztahu pro A. Tim dostavame

h=1/v2 — (aV3)2 = V/v2 — 3a2,

coz je hledané vyjadreni vysky Sestibokého zborceného hranolu pomoci v a a.
Uloha 3. Jaké je omezujici podminka pro vznik modelii z predchozich dvou dloh?

Reseni. V Uloze 1 musi byt v vétsi nez a. Pokud by platila rovnost v = a, potom by v pravoiihlém
trojahelniku byla prepona stejné dlouhd jako odvésna a zbyld odvésna by méla nulovou délku. Vyska
zborceného hranolu by tedy byla nulova a hranol by se slozil do roviny. Uhlopfi¢ky piivodniho hranolu
by se stale protinaly v jednom bodé.

V Uloze 2 by obdobné& muselo platit v > |AE|, tedy v > v/3a. Pro v = v/3a by zborceny hranol mél
opét nulovou vysku a slozil by se do roviny.
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Postup pro liché nPostup pro liché n

Uz bylo zminéno, ze pro liché n nelze postupovat tak, jak bylo uvedeno vyse. Rozdil je ale pouze v tom,
Ze po vytvoreni sité plasté neni vhodné lepit spoj v bocni hrané predtim nez vytvofime pozadovany tvar.
NejdFive sit upravime do tvaru zborceného hranolu a teprve poté slepime boéni hranu.

Postup pro jiny dhel otoceni

Co kdybychom chtéli vyrobit tvar podobny tomu z prvniho pfikladu, ale pouzit ho jako vazi¢ku na suché
kvétiny nebo stojan na tuzky? Nevyhovuje ndm v tom p¥ipadé, Ze se 4 hrany zborceného hranolu (byvalé
dhlopticky stén pravidelného &tyfbokého hranolu) uprostfed hranolu protinaji. Chceme, aby uvnitf vznikl
volny prostor. Proto potfebujeme zmensit thel rotace jedné podstavy vzhledem k druhé.

Uloha 4. Sestrojte sit vazy tvaru zborceného hranolu, jestlize je dana vyka vazy h = 110 mm, délka
hrany ¢tvercové podstavy a = 65 mm a thel rotace horni hrany vazy oproti dolni podstavé je oz = 45°.
Tentokrat tlohu reste konstrukéné, tedy pomoci pravitka a kruzitka.

Néapovéda. Na obrazku vlevo je pohled shora na dolni podstavu a na horni podstavu pootocenou o 45°.
Napravo jsou znazornény i vSechny hrany vzniklého objektu. Kreslit vSechny hrany neni tfeba, pro

konstrukci je dilezitd spojnice AA’ a BA’. Je tfeba si také uvédomit, Ze pfi pohledu shora pro kolmy
primét A; bodu A’ do roviny dolni podstavy plati A; = A’.
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Obrazek 9: Pohled shora na vazu

Ze zadani navic vime, ze vyska vazy je 110 mm, tedy |AA;| = 110 mm. Z pravoihlého trojiihelnika
A1 AA” mazeme urcit skuteénou délku hrany AA’. Obdobné muazeme uréit délku hrany BA’ pomoci
konstrukce pravothlého trojihelnika A1 BA’. Poté zndme vSechny délky hran potfebné pro narysovani
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sité vazy.

A

Obrazek 10: Pohled shora na vazu
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