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Los avances en el campo de la ingenieria eléctrica permitieron el desarrollo de nuevos sistemas de
navegacion basados en la transmisién de ondas electromagnéticas. Un ejemplo de este tipo de sistemas
es la navegacion maritima LORAN-C, que fue desarrollada durante la Segunda Guera Mundial en EEUU.
En este tipo de navegacién, el buque recibe una sefal sincronizada de un par de transmisores. Este
recibe mas tarde la seiial del transmisor que estd mas lejos, por lo que el retraso de la sefial determina
la diferencia entre las distancias del buque a cada transmisor.

El conjunto de puntos cuya diferencia de distancias a dos puntos fijos dados es constante, se denomina
hipérbola. Por tanto, el buque esté localizado en una hipérbola, cuyos focos son los transmisores, y que
estd determinada por |la diferencia de distancias del buque a dichos transmisores. El retraso de la sefial
de otro par de estaciones determina, entonces, la segunda hipérbola en la que debe situarse el buque.
Si el buque se encuentra en ambas hipérbolas, entonces se sitiia en su interseccién.

Ejercicio. Tres receptores P;, P5, y P3 estan distribuidos por el paisaje. La figura captura las distancias
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que conocemos: La navegacion

turistica de Adam enviara una sefial a los tres receptores. La seial llega a los receptores P, y Ps al
mismo tiempo y al receptor P, 80 microsegundos después. j Dénde se encuentra Adam? Supongamos
que la senal viaja a 300 000 km por segundo. Determina la posicién en un sistema de coordenadas
adecuadamente establecido.

Solucién. Para comenzar, en la figura, elegimos un sistema de coordenadas cartesianas adecuado. Jus-
tificamos esta eleccién de la siguiente manera: Como Adam equidista de los receptores P, y Ps, esta
situado en el eje de la recta P; P;5. El hecho de que su senal llegue al receptor P, 80 microsegundos
méas tarde que al receptor P; significa que Adam estd 24 km mas lejos del receptor P> que del Py.
Entonces, su posicién estd también en la rama de la hipérbola h con focos P, y P> (donde la diferencia
entre las distancias de Adam a P; y P, es exactamente 24 km). Conviene situar el origen del sistema de
coordenadas en el centro del segmento de recta P; P> para que la ecuacién de la hipérbola h sea de la
forma més sencilla posible.

Denotemos el origen del sistema como O y situémoslo en el centro del segmento de recta P P;. La
direccion positiva del eje = vendra determinada por la semirrecta OP; y elegimos la direcciéon positiva
del eje y para que la segunda coordenada del punto P; sea positiva. Como todas las dimensiones dadas
son multiplos de 12, elegimos las unidades en ambos ejes correspondiendo con una distancia de 12 km.
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Esta situacién se ilustra en la figura:
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Figura 1: Introduction of coordinate system

Sea A la posicién desconocida de Adam. Sabemos que el punto A se sitiia en el eje del segmento de
recta P P3. Expresamos este eje (denotémoslo por o) con ecuaciones paramétricas:
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donde Sp,p, [3;2] v u, = (3; —1). Entonces

r=35+3t
y=3—-t tekR

Para hallar la ecuacién de la hipérbola, obsérvese que los puntos P; y P, son los focos de la hipérbola
h, con centro O y excentricidad e igual a la mitad de |OP;|, luego e = 2. A continuacién, como la
diferencia |[AP;| — |AP,| = 2 es el doble de la longitud del semieje mayor de la hipérbola, la longitud
de dicho semieje mayor a es igual a 1. Calculamos la longitud del semieje menor b sustituyendo en la
relacién b = ve2 — a2 = /4 — 1 = /3. Ahora, podemos escribir la ecuacién de la hipérbola buscada

2
h:xQ—%zl.

El punto A se encuentra en su rama derecha (estd mas cerca del receptor P), i.e., su primera coordenada
debe ser necesariamente x4 > 0.

Calculemos ahora las coordenadas de las intersecciones de la recta o y la hipérbola h. Sustituyendo las
ecuaciones paraméticas de la recta o en la ecuacién de la hipérbola, obtenemos:

2
2 2
5 3
3-(s+3t) —(-t) =3
() ()

52t + 96t + 27 =0
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Las raices de esta ecuacién cuadratica son t; = % y to = f%. Sustituimos ¢; en las ecuaciones
paramétricas y obtenemos:
—543.(_9)_19
m1_2+3(26)_13
3 _(_9)_24
y1=3 ( 26) 13

19. 24

esto es A; [1—3, ﬁ] De forma similar, sustituyendo to, se obtiene:

+3: (=) = -2
- (-3 -3

i.e., Az [—2;3]. Sin embargo, el punto A2 no satisface la condicién z4 > 0 (se sitda en la segunda
rama de la hipérbola), luego llegamos a la conclusién de que la Gnica posicién posible para Adam es

19. 24 y :
A[12;22]. La solucién se muestra en la figura.
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Figura 2: Exercise solution

Nota. Si Adam no equidistara de los dos receptores P y Pj, resolver el problema habria consistido en
encontrar la interseccion de las ramas de las dos hipérbolas. Sin embargo, ese calculo estaria fuera del
alcance de las matemaéticas escolares.

Bibliografia

= Vondrdk J. (2013). Historie navigace — od kvadrantu k GNSS. Pokroky matematiky, fyziky a
astronomie, 58 (1), 11-20.

Department of Applied Mathematics (VSB-Technical University of Ostrava) * the European Union
and other institutions in Czechia, Poland, Slovakia, and Spain. * P

3 The portal Math4U is developed within the international projects of the Funded by



