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Konecné linearne hry
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Mnohé pocitacové a mobilné hry st zalozené na hadankéach, pri ktorych je na dosiahnutie ciela potrebné
vykonat urcitd kombinaciu tahov. Napriklad stlacit niektoré z ponikanych spinacov tak, aby stroj ovla-
dany tymito spinac¢mi fungoval. Navyse, takéto spinade maji konecny pocet stavov, v ktorych moézu byt:
bud sd zapnuté, alebo vypnuté. Ukazme si to na priklade Ziarovky. Ta bud svieti alebo nesvieti a jej
spinac vykonava iba dve akcie. Ked Ziarovka nesvieti, prvé pouzitie spinaca ju zapne a druhé pouzitie
spinaca ju vypne. V informatike existuje mnoho takychto systémov, ktoré maji obmedzeny pocet stavov.
Tieto hry, v ktorych je potrebné nastavit optimalnu kombinaciu tahov, ktord ndm da spravny vysledok,
sa nazyvajl konecné linedrne hry.

Hra s tromi ziarovkami

Predstavme si siet troch Ziaroviek, ktoré sii na zaciatku vsetky vypnuté a pod kazdou z nich je spinac.
Kazdy z tychto spinalov zmenf stav (zapnuté alebo vypnuté) Ziarovky nad nim a zarovei Ziaroviek
priamo susediacich s nou. Ak oznacime ziarovky a ich prislusné spinace A, B, C, potom stladenie spinaca
A rozsvieti ziarovku A, ale pretoZe je na kraji, rozsvieti sa s nou aj ziarovka B. To isté plati pre Ziarovku
C, td ma tiez suseda iba na jednej strane, takze stlacenim spinaca C sa rozsvietia ziarovky C a B. Iba
ziarovka B susedi s oboma A aj C, takze spina¢ B zmenf stav vSetkych troch Ziaroviek.

Na nasledujicich troch obrazkoch mo6zeme pozorovat, ako sa Ziarovky postupne rozsvietia a zhasni
pri stlaCani tlacidiel A a B. Je dolezité si vSimnit, Ze na poradi, v akom si tlacidla stlacané nezalezi.
M&zeme si predstavit, Zze ak by sme najprv stladili B, vSetky ziarovky sa rozsvietia, a nasledné stladenie
A vypne ziarovky A a B, takZze svieti iba ziarovka C.

A B C

Obr. 1: Vsetky Ziarovky zhasnuté
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Obr. 2: Tlacidlo A bolo stlacené
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Obr. 3: Tladidlo B bolo stlacdené

Pre nasledujlce ulohy je klicovy koncept konecného poctu. V pripade Zziaroviek, ktoré st vzdy bud
zapnuté alebo vypnuté, méZeme identifikovat niekolko situdcii, ktoré bud nastdvaji (,,4no"), alebo
nenastavaju (,,nie"). A kedze sa nachddzame v oblasti matematiky, méZeme namiesto slov pouzit binarnu
sustavu oznacenia: ano = 1, nie =0, t. j.

= Ziarovka je zapnuta (1) alebo vypnuta (0),
= tladidlo ovlada Ziarovku (1) alebo nema ziadny vplyv (0),

= tlacidlo je stladené (1) alebo nepouzité (0).

NavysSe, v binarnej sistave plati 1 + 1 = 0 alebo tiez 2k = 0, k € Z a zaroven 1 = —1. V pripade
Ziaroviek sa to da preloZit nasledovne. Ak stlac¢ime to isté tlacidlo dvakrat, prislusna Ziarovka sa zapne a
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vypne (alebo naopak). Vréti sa do svojho pdvodného stavu a je to to isté, ako keby sme tlacidlo vobec
nestlacili.

Vplyv kazdého tlacidla na vSetky Ziarovky m6zeme zapisat ako vektor. Vektory a, b, ¢ budi popisovat
¢innost tlacidiel A, B, C postupne. Kazda siradnica vektora popisuje prislusnd ziarovku v prislusSnom
poradi: prvd A, druhd B, tretia C. Oznalenie 1 znamend, ze tladidlo zmeni stav tejto ziarovky a 0
znamena, ze na nu nema ziadny vplyv. Podla uvedenych vlastnosti tlacidiel platf

1 1 0
a= 11|, b= |1, c=|1
0 1 1

Vektory mdzeme pouzit aj na popis aktualneho stavu Ziaroviek. Ziarovka je zapnuta: 1, Ziarovka je
vypnuté: 0. Podiatoény stav, ked' nie je zapnuta Ziadna Zziarovka, by bol opisany vektorom

Postupnym stlacenim tlacidiel A a B sme sa dostali k tretiemu obrazku. Zapisané pomocou séitania
vektorov v binérnej ststave

0 1 1 O+1+1 0
sta+b= 0|+ |1|+|1|=]04+1+1| =0
0 0 1 0+0+1 1

Uloha 1. Uréte kombinaciu tlaidiel, ktoré musia byt stlacené, aby svietili iba ziarovky A a C, ked s
vSetky tri ziarovky na zaciatku vypnuté.

Riesenie. Pozadovany vysledny stav mdze byt opisany vektorom

1
t= |0
1

Problém rieSime ako ststavu linearnych rovnic
s+ xia+ xob + x3c =1t

kde koeficienty a, b, ¢ popisuju, ktoré ziarovky st ovladané danym tladidlom, ako je uvedené vyssie, a
premenné 1, x2,x3 nadobidaji hodnoty 1 alebo 0 v zavislosti od toho, ¢i prislusné tladidlo pouzijeme
alebo nie. Najprv ststavu uvedieme vratane nulovych koeficientov, aby bolo jasné, ako st vektory a, b,
c prepisané do sistavy.

0+1I’1+11‘2+0I3:1
0+ 1x; +1xo+ 123 =0
04+0x1 +1ze+ 123 =1

Sustavu riesime napriklad metddou substitlicie:

xr1 + 2o :1:>I1:171‘2
1 +x2 +23=0
Totaxs=1=23=1—129
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Dosadime do druhej rovnice

(1 —xz9)+ o+ (1 —22)=0
27£E2:0

332:2,

ale kedZe pracujeme v binarnej slstave tak 2 = 0, potom plati zo = 0. Dosadenim, dostavame z; =
1,23 = 1, ¢o znamend, ze musime stlacit tlacidld A a C, aby ziarovky A a C svietili a ziarovka B bola
zhasnuta.

Pozndmka. Ulohy pre tri Ziarovky sa dajii velmi lahko vyrie$it spamati, pretoze kazdé tladidlo sa stlaca
najviac raz. Viackrat stlacit nema zmysel, pretoze dve stlacenia toho istého tlacidla znamena to isté,
ako keby nebolo stlacené vobec. V nasledujicej Glohe preto zvysime pocet Ziaroviek, Co vsak vedie
k ststave s viac ako tromi linedrnymi rovnicami s viac ako tromi nezndmymi, ktoré sa uz pravdepodobne
nepocitaji na beznych hodindch matematiky. Preto m6zu byt tieto dlohy vyuzité na seminaroch, na
ktorych sa Studenti ucia matice a moZu si ich tak precvicit na konkrétnej slovnej dlohe.

Uloha 2. Roziirime siet Ziaroviek na pat. Tlacidld maji stale rovnaki vlastnost, ovladaja Ziarovku
nad nimi a ich bezprostrednych susedov. Na zaciatku nie st vsetky ziarovky vypnuté, ale ziarovky A a
D uz svietia.
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Obr. 4: Uloha s piatimi Ziarovkami.

Zistite, aki kombinaciu tlacidiel treba stlacit, aby - vSetky Ziarovky boli zhasnuté, - svietila iba ziarovka
E.

Riesenie. Okrem poctu linedrnych rovnic a premennych v slstave sa rieSenie bude [i$it aj upravenym
pocliatoénym stavom, kde vSetky Ziarovky nie s v stave 0 = vypnuté. PociatoCny stav mozno zapisat

ako vektor
1
0
s= (0
1
0
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a spravanie tlacidiel A az E je opisané vektormi
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Ak chceme, aby boli vSetky Ziarovky zhasnuté, rieSime nasledujicu sdstavu rovnic

s+ zia+ xob+ x3¢c + r4d + x50 = £,
kde

(7]
I
o oo
[ad
I
coococo

Vektor s prevedieme na druhd stranu rovnice

x1a+$2b+x3c+x4d+x5e:t75,

a zapiSeme sustavu piatich linedrnych rovnic s piatimi neznamymi

T1+2x2 =0-1
T1+xotxs3 =0
To+x3+T4 =0
T3+x4+rs =0—1
T4t+ax5 =0

Pri rieSeni si pamatajte, Ze v binarnej sistave plati —1 = 1 a 2 = 0. Jedna z rovnic sa pri Upravach
zmeni na nulu, ¢o by normalne znamenalo nekonecne vela rieSeni, ale v kone¢nom pocte to tak nie je.
Sdstava ma dve riesenia (0,1,1,0,0) a (1,0,1,1,1).

Ak ma zostat svietit iba ziarovka E, plati nasledovné

[
I
—_—o oo o

Po niekolkych krokoch pomocou metddy séitania alebo Gaussovej eliminaénej metédy (pri praci s ma-
ticami) by sme zistili, Ze jedna z rovnic sdstavy nema rieSenie, a preto celd sistava nemé pre tento
problém riesenie. Preto nem6zeme zmenit Ziarovky z ich pévodného stavu, kde svietia iba A a D, na
stav, kde svieti iba Ziarovka E.
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Uloha 3. Nové modré Ziarovky sa od tych predchadzajicich I§ia tym, Ze moZu svietit
v dvoch roznych odtienoch modrej. Ked je tato ziarovka vypnutd tak prvym stlacenim tla-
¢idla, ktoré ju ovlada, sa rozsvieti na svetlomodro, druhym stlacenim sa zmeni na tma-
vomodri a tretim stlacenim sa opat vypne. Tlacidld& maja stdle rovnakid vlastnost, teda
ovladaju ziarovku nad nimi a ich bezprostrednych susedov. Kolkokrat musite stlacit ktoré
z tlacidiel A, B a C, aby ste zhasli vSetky ziarovky z polohy zobrazenej na obrazku?

\\l’/ \\ll/

A B C

Riesenie. Pretoze ziarovky teraz mozu byt v troch stavoch, prechddzame na pocitanie v trojkovej ststave.
Oznalme si stav ziarovky ,,nezapnutd” = 0, ,svieti svetlomodro” = 1 a ,,svieti tmavomodro* = 2.

Tlacidla A, B, C m6zu dant Ziarovku bud ovladat, alebo ju neovladat, tretia moznost neexistuje, takze
stale plati to isté

1 1 0
a= 11|, b= |1, c=|1
0 1 1

Pre podliatoény stav s a pozadovany konecny stav t plati nasledovné

Podla predchadzajiceho zapisu mame

s+ zia+ x2b 4+ x3c =t
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a mdzeme zapisat sistavu troch linedrnych rovnic

0+ 1x; + 120+ 023 =0
1+ 1z +1xe + 123 =0
240x; +1xs+123=0
a vyrieSime ju.
T, + X9 =0
1+ X9 +x3 =-1
To+x3 = -—2

Z prvého a tretieho riadku vyjadrime x1 a x3 v zavislosti na x5

T1 = —X2
T3 = —2— 2o
a dosadime do druhej rovnice
—To+Tg —2—x9=—1
—x9 =1
To = —1.

V trojkovej ststave plati 3k =0, k€ Z, 3l+1=1,l€ Zad3m+2 =2, m € Z, teda —1 = 2 alebo
tiez —2=1,apretors =2, z1=-2=1lazxzz3=-1=2.

Vysledok je, Ze ak stlac¢ime tlacidlo A raz, tladidlo B dvakrat a tladidlo C dvakrat, vSetky ziarovky
z povodného stavu na obrazku zhasnu.
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