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Juegos lineales finitos
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Muchos juegos de ordenador y mévil se basan en rompecabezas, en los que hay que realizar una determi-
nada combinacién de movimientos para lograr un objetivo, por ejemplo, pulsar alguno de los interruptores
que se ofrecen para que funcione la maquina que controlamos. Estos interruptores también tienen un
numero finito de estados en los que se pueden encontrar: encendidos o apagados. Tomemos el ejemplo
de una bombilla. Puede estar encendida o apagada, por lo que su interruptor sélo realiza dos acciones.
Cuando la bombilla esta apagada, la primera pulsacién del interruptor la enciende y la segunda la apaga
de nuevo. En informatica, hay muchos sistemas de este tipo que tienen un nimero limitado de estados
y, en general, los juegos en los que la combinacién éptima de movimientos para obtener el resultado
correcto debe elegirse de la forma anterior se denominan juegos lineales finitos.

El juego de las tres bombillas

Imaginemos una red de tres bombillas que, para empezar, estdn todas apagadas y debajo de cada una
de ellas hay un interruptor. Cada uno de los interruptores cambia al mismo tiempo el estado (encendido
o0 apagado) de la bombilla que tiene encima y de las bombillas directamente adyacentes. Si denominamos
A, B, C a las bombillas y sus correspondientes interruptores, al pulsar el botén A se encendera la bombilla
A, pero como esta en el borde, sélo se encendera la bombilla B junto con ella. Lo mismo ocurre con la
bombilla C, también tiene una vecina en un solo lado, por lo que al pulsar el botén C se encenderan las
bombillas C y B. Sélo la bombilla B es adyacente tanto a A como a C, por lo que el botén B cambia el
estado de las tres bombillas.

En las tres iméagenes siguientes, podemos ver cémo las bombillas se encienden y se apagan gradualmente
cuando se pulsan los interruptores A y B en secuencia. Es importante sefalar que el orden en que se
pulsan los interruptores es indiferente. Podemos imaginar que si pulsdramos primero B, se encenderian
todas las bombillas, y una pulsacién posterior de A apagaria las bombillas A y B, dejando sélo encendida

C.
1 The portal Math4U is developed within the international projects of the e
X . . o Pl Funded by
Department of Applied Mathematics (VSB-Technical University of Ostrava) £k the European Union
and other institutions in Czechia, Poland, Slovakia, and Spain. i P




math4u.vsb.cz
MATHE) U

Results matter!

=’ &7 &

A B C

Figura 1: Al principio todas las bombillas estdn apagadas
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Figura 2: Estado después de pulsar el interruptor A
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Figura 3: Siguiente estado tras pulsar el interruptor B

El concepto de nimero finito es fundamental en los siguientes problemas. En el caso de las bombillas,
que siempre estan encendidas o apagadas, podemos identificar varias situaciones que se dan («si») o no
se dan («no»), y como estamos en matematicas, podemos utilizar notacién binaria en lugar de palabras:
si=1, no = 0, es decir:

= |la bombilla esta encendida (1) o apagada (0),
= el interruptor controla la bombilla (1) o no tiene ningin efecto (0),

= el interruptor estd pulsado (1) o no se utiliza (0).

Ademas, en este caso vale que 1 +1 =0 o también 2k =0, k € Z, y al mismo tiempo 1 = —1. En el
caso de las bombillas, esto se manifiesta por el hecho de que si pulsamos dos veces el mismo interruptor,
la bombilla correspondiente se enciende y se vuelve a apagar (o viceversa), por lo que vuelve a su estado
original y queda igual que si no hubiéramos pulsado el interruptor.

El efecto de cada interruptor sobre todas las bombillas puede escribirse como un vector. Los vectores a,
b, ¢ will describe the operation of buttons A, B, C describiran el funcionamiento de los botones A, B,
C en secuencia, de modo que cada coordenada del vector describe a su vez la bombilla correspondiente
en el orden de primero A, segundo B, tercero C. Un 1 significa que el interruptor cambia el estado de
la bombilla, y un 0 significa que no tiene ningtin efecto sobre la bombilla. Segiin las propiedades de los
interruptores, se procede de la siguiente manera:

1 1 0
a= 11|, b= |1, c=|1
0 1 1
Los vectores también pueden utilizarse para describir estados especificos de la bombilla. La bombilla

estd encendida: 1, o no esta encendida: 0. El estado inicial, cuando no hay ninguna bombilla encendida,
se describiria mediante el vector
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Pulsando los interruptores A y B, llegamos a la tercera imagen. El vector obtenido por adicién en el
sistema que describe el estado de las bombillas es:

0 1 1 O+1+1 0
st+a+b=|0|+ |1+ (1| =]04+1+1] = |0
0 0 1 0+0+1 1

Problema 1. Determina la combinacién de interruptores que deben pulsarse para encender inicamente
las bombillas A y C si inicialmente las tres bombillas estan apagadas.

Solucién. El estado resultante de la biisqueda puede describirse mediante un vector
1
t= |0
1

Resolvemos el problema como un sistema de ecuaciones lineales

s+ z1a+ x2b 4+ 23c = t,

donde los vectores a, b, c describen qué bombillas estan controladas por el interruptor, como se ha
mencionado anteriormente, y las variables x1, x5, z3 toman los valores 1 or 0, dependiendo de si se
utiliza el interruptor o no.

La primera vez, también presentaremos el sistema con coeficientes nulos para ver claramente como se
transcriben las coordenadas de los vectores a, b, c en el sistema. a, b, c.

04+ 1xy + 1o+ 023 =1
0+ 1z + 1z + 123 =0
0+01’1+1Z2+1Z3:1

Por ejemplo, resolvemos el sistema por el método de la suma:

x1 + T2 =1l=x1=1—129
r1+x2 +ax3=0
Tot+ars=1=23=1—129

Se afiade a la segunda ecuacion:

(1—3}2)—|—$2+(1—l‘2):0
2—1‘2:0

(E2:2,

pero como estamos trabajando en nuestro sistema tenemos 2 = 0, por lo que x2 = 0. Por adicién
obtenemos x1 = 1,z3 = 1, lo que significa que tenemos que pulsar los interruptores A y C para que las
bombillas A y C se enciendan y la bombilla B se apague.

Observacién. Los problemas para tres bombillas se pueden resolver muy facilmente de memoria, ya
que cada interruptor se pulsa como maximo una vez - no tiene sentido hacerlo mas de una vez, ya
que dos pulsaciones del mismo interruptor dan el mismo resultado que si no se pulsa. En el siguiente
problema, por tanto, aumentamos el nidmero de bombillas, pero esto conducird a un sistema de mas de
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tres ecuaciones lineales con mas de tres incdgnitas, que probablemente ya no se resuelvan en las clases
normales de matematicas. Por tanto, los problemas pueden utilizarse en un seminario especial en el que

se introduzca a los alumnos en el calculo matricial y puedan asi practicarlo en un problema de términos
especificos.

Problema 2. Ampliamos la red a cinco bombillas y los interruptores siguen teniendo la misma pro-
piedad de controlar la bombilla que tienen encima y sus vecinas mas préximas. Inicialmente, no todas
las bombillas estan apagadas, sino que las bombillas A y D ya estan encendidas.
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Figura 4: Problema con cinco bombillas

Averigua qué combinacién de interruptores debes pulsar para que al final todas las bombillas estén
apagadas/sélo la bombilla E permanezca encendida.

Solucién. Ademas del nimero de ecuaciones lineales y variables en el sistema, la solucién también diferira

por el estado inicial alterado donde todas las bombillas no estan en el estado 0 = apagado. El estado
inicial se puede describir con el vector
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y el comportamiento de los interruptores A a E se describe mediante los vectores

Y]

Il
SO O~

[=n

Il
O O =

(gl

Il
O~~~ O

o

I
=== OO

o

I
-0 O O

Si queremos que todas las bombillas estén apagadas, resolvemos el sistema de ecuaciones

s+ x1a+ xob+ x3c + 24d + z5€ =t
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Se transfiere el vector s al lado derecho s

ria+ xob 4+ x3c+ x4d + 256 =t — s,

y se escribe un sistema de cinco ecuaciones lineales con cinco incégnitas

T1+x2 =0-1
T1+xotxs3 =0
To+x3+T4 =0
T3+x4+r5 =0—1
x4+x5 =0

Al resolver, recordemos que en el sistema que estamos considerando, —1 =1y 2 = 0. El sistema tiene
dos soluciones, que son los grupos de cinco ordenados (0,1,1,0,0) y (1,0,1,1,1).

Si sélo la bombilla E ha de permanecer encendida, se cumple lo siguiente

[
Il
—_oooo

Después de algunos ajustes (por el método de adicidén o trabajando con matrices por el método de
eliminacién de Gauss) nos encontrarfamos con que una de las ecuaciones del sistema no tiene solucién, y
por tanto todo el sistema no tiene solucién para este problema. De este modo, no podriamos conseguir
que las bombillas pasaran de su estado original, en el que sélo estan encendidas A y D, a un estado en
el que sélo estuviera encendida la bombilla E.
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Problema 3. Las nuevas bombillas azules se diferencian de las anteriores en que pueden brillar en
dos tonos diferentes de azul. Cuando se apaga esta bombilla, la primera pulsacién del interruptor que
la controla ilumina en azul claro, la segunda la vuelve azul oscuro y la tercera la apaga de nuevo. Los
interruptores siguen teniendo la misma propiedad, es decir, controlan la bombilla que tienen encima y
sus vecinas mas préximas. j Cuantas veces debes pulsar cualquiera de los interruptores A, B y C para
apagar todas las bombillas del estado que se muestra en la imagen?

\Il

\ll

AN / N\ /
/ AN / N

Figura 5: Problema con las bombillas azules

Solucién. Como ahora las bombillas pueden estar en tres estados, pasamos a contar en el sistema de
ternas. Vamos a etiquetar la bombilla como “no encendida” = 0, “encendida azul claro” = 1y “encendida
azul oscuro” = 2.

Sin embargo, los interruptores A, B, C sélo pueden controlar o no controlar la bombilla, no hay una
tercera opcién, por lo que se aplica lo dicho anteriormente.

1 1 0
a= (1|, b= |1, c=|1
0 1 1

Para el estado inicial s y el estado final t deseado
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Segiin la notacién anterior

s+ xia+ xob+ x3c =1t

podemos construir un sistema de tres ecuaciones lineales

0+11’1+1$2+0$3:0
1+ 1z +1xg + 123 =0
240x1 +1zo+ 123 =0
y resolverlo.
r1 + xo =0
1+ o +x3 =-1
$2+$3 = —2

A partir de la primera y tercera lineas, expresamos x1 y z3 en términos de xo

r1 = —X9
I3 — —2— )
y las introducimos en la segunda ecuacién
—Xo+ T2 —2—1x0=—1
—To = 1
To = —1.

En un sistema ternario 3k =0, k€ Z, 3l+1=1,1€ Zy3m+2=2,m € Z, por lo que —1 =2
o también —2 =1,y portanto o =2, 21 = -2=1yx3=—-1=2.

El resultado es que si pulsas el interruptor A una vez, el interruptor B dos veces y el interruptor C dos
veces, todas las bombillas se apagaran a partir del estado original de la imagen.
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