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Odpal golfovej lopticky
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Sikmy vrh

Sikmy vrh je najvieobecnej$i spdsob uvedenia telesa do pohybu v homogénnom tiazovom poli. Predpo-
kladajme, ze teleso (hmotny bod) je vrhnuté Sikmo do priestoru bez odporu. Podiato¢na rychlost je %
a zviera s vodorovnou rovinou uhol «. Zavedieme karteziansky stradnicovy systém s vodorovnou osou
x v smere vrhu a osou y zvislou nahor, ako je zndzornené na obrazku. Pociato¢nd rychlost vy rozlozime
na zlozky vzhladom na zvoleny stradnicovy systém:

—

0 = (vg cos a, vy sin ).

Pohyb telesa je ovplyvneny tiazovym zrychlenim g, ktoré smeruje zvislo nadol. Horizontélna zlozka
tiaZového zrychlenia je nulova, preto pohyb vo vodorovnom smere nie je ovplyvneny tiazovym polom a
horizontalna rychlost zostdva konstantna. Zvisla zlozka pohybu je ovplyvnenad konstantnym zapornym
zrychlenim —g, teda smerom nadol. Ide o pohyb s konStantnym spomalenim a pociatocnou zvislou
rychlostou v sin a.

Pre stradnice polohy hmotného bodu bude platit

x(t) = vot cos «,

1
y(t) = votsina — ith.

Up sin «v .-
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Obr. 1: Sikmy vrh

Odpal golfovej lopticky

Hra¢ golfu odpali lopticku s pociatoCnou rychlostou vy, ktord zviera s vodorovnou rovinou uhol «.
Predpokladajme, ze odporova sila je zanedbatelnd. Pohyb lopticky preto splha podmienky pre pohyb
Sikmo vrhnutého telesa v prostredi bez odporu vzduchu.
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Results matter!
Uloha 1. Dokéazte, 7e trajektéria golfovej lopticky (pri zanedbani odporu vzduchu) je parabola.
Riesenie. Na nijdenie trajektérie vyuzijeme, ze je dand tvarom funkcie y = f(x). Je potrebné odstranit

parameter ¢ z rovnic urcujdcich polohu (1). Z prvej rovnice vyjadrime ¢as t = —2— a dosadime ho do
druhei ] V(o COS &
ruhej rovnice:

. T 1 x? g 9 SN
y(z) = vosina BTyt w v ok sk
Up COS (v Vg Cos? v Vg cos? o cos

Ak si oznacime g

A= g

2v§ cos? v
sin o
cos

vidime, Ze sme ziskali vztah v tvare
y(x) = Az* + Ba,

o je rovnica kvadratickej funkcie, kde A # 0 . KedZze trajektéria golfovej loptic¢ky je dana tvarom funkcie
y = f(x) mdzme povedat, ze driha loptic¢ky je parabola.

Uloha 2. Vypoditajte vydku vrhu, t. j. maximalnu vy8ku ymaz, ktort dosiahne vystrelena lopticka .

Riesenie. Pre vypocet vysky vrhu potrebujeme vypocitat maximum funkcie z predchadzajicej dlohy:

sin
f:y:—72g2 x4 T .
2v§ cos* a cos «
Vypocitame derivaciu funkcie f
, g sin o

Y =——5"—— 22 .
203 cos? cos &

Na najdenie stacionarneho bodu polozime derivaciu rovni nule a dostaneme rovnicu

g sin o

X .
vg cos? a cos &
Riesenim tejto rovnice je
vgsina cosa
)

KedZe trajektéria pohybu je dana tvarom konkavnej kvadratickej funkcie, najdeny stacionarny bod je
maximum a zvisla siradnica tohto bodu je vyska vrhu.

Tmax =

Vysku vrhu vypocitame dosadenim siradnice ;. funkcie f:

2 Gin2
vg sin® o

29

Ymax =

Uloha 3. Vypoditajte pre aky uhol o doleti golfova lopti¢ka pri konstantnej pociatoénej rychlosti do
maximalnej vzdialenosti
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Riesenie. Pre vypocet uhla maximalneho dostrelu potrebujeme ziskat stiradnice x4 miesta dopadu ako
funkciu uhla a a ndjst maximum funkcie z4(«). KedZe y = 0, ked lopti¢ka dopadne na zem tak dosadime

do funkcie )
g 5 sina

r)=——F—""7—-2 — .
y(@) 203 cos? cosa

za y nulovi vySku a vyrieSime ziskan( rovnicu

0— g 2, Sina

— . x
203 cos? cos

sino
0:x~<— 292 Sz 4 )
23 cos* o cos o

Téato rovnica v sucinovom tvare ma dve rieSenia. Prvé rieSenie x = 0 zodpoveda miestu odpalu lopticky
a druhé riesenie x4 miestu dopadu

2u3sinacosa V3

zq() = —sin2a .
) g
Teraz potrebujeme najst maximum funkcie z4(cv). Stali néjst stacionarny bod vzhladom na trajektériu.
Vypoditame derivaciu funkcie z4(«) podla a

02
2h(a) = 2 - cos2a -2 .
)

Ak polozime derivaciu rovn( nule, tak dostaneme pre stacionarny bod cos2a = 0, Co je splnené pre
2cc = 90° (pre odpal lopti¢ky plati « € (0°,90°), takze rieSenie je jednoznacné). Stacionérny bod je
teda o = 45°.

Maximalny dostrel v golfe dosiahneme pri odpéleni lopti¢ky pod uhlom a = 45° a lopticka dopadne do

vzdialenosti )

2

v, ()

24(45°) = L sin(2 - 45°) = 2.
(45°) p ( ) p

Pripomerime, Ze je mozné ziskat funkciu z4(a) = Y sin 2a bez diferencilneho poctu len vyuzitim sy-
metrie paraboly. Vrchol paraboly sa nachadza v stredqe medzi nulovymi bodmi. Preto moZno z-stradnicu
bodu dopadu zapisat ako z4(a) = 2+ Zynaz- To Ndm umoziiuje vyhnit sa rieSeniu kvadratickej rovnice
v sti¢inovom tvare ziskanej dosadenim y = 0 do funkcie y(z).
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