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Strzat pitka golfowa
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Skosny ruch pocisku

Ruch pocisku jest najbardziej ogdlnym sposobem wprawiania w ruch obiektu znajdujacego sie w jedno-
rodnym polu grawitacyjnym. Zatézmy, ze ciato (masa punktowa) jest wyrzucane uko$nie w przestrzen
bez oporu. Predko$¢ poczatkowa wynosi ¥, a kat pomiedzy wektorem wj i kierunkiem poziomym wynosi
$. Wprowadzmy kartezjanski uktad wspétrzednych z pozioma osig x i pionowa osia ¥, jak pokazano na
rysunku. Wspétrzedne wektora predkosci poczatkowej sg nastepujace

0o = (vg cos a, vg sin ).

Ruch ciata jest regulowany przez przyspieszenie grawitacyjne g skierowane pionowo w dét. Pozioma
sktadowa przyspieszenia grawitacyjnego wynosi zero, dlatego ruch w kierunku poziomym pozostaje bez
wptywu pola grawitacyjnego. Pionowa sktadowa ruchu jest pod wptywem ujemnego przyspieszenia —g.
Stad jest to ruch ze statym (réwnomiernym) opéznieniem i predkoscia poczatkowa vt sin cv.

Mozemy uzy¢ wzordw na odlegto$¢ ruchu ze statg predkosciag i statym przyspieszeniu do ilosciowego
okreslenia wspoétrzednych punktu masy. W ten sposéb otrzymujemy

x(t) = vot cos «,

1
y(t) = votsina — §gt2.
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Rysunek 1: Nachylona $ciétka

Ruch pitki golfowej

Golfista uderza pitke z predkoscia poczatkowa vy. Kat miedzy predkoscia poczatkowa a ptaszczyzna
pozioma wynosi « . Zatézmy, ze sita oporu jest pomijalna. Ruch kuli spetnia warunki ruchu pocisku
wystrzelonego pod katem w $rodowisku bez oporu powietrza.
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Cwiczenie 1. Udowodnij, ze trajektoria pitki golfowej podaza $ciezka paraboliczna.

Rozwigzanie: Znajdz réwnanie trajektorii w postaci y = f(z) . Konieczne jest wyeliminowanie parametru
t z ukfadu (1).

xr
Vg COS ¢

Rozwigzujemy pierwsze réwnanie wzgledem czasu ¢ = i podstawiamz do drugiego réwnania:

1 z? g 5  sina

y(x) = vg sina — =g = — - T —
(=) vocosa 27 vEcos? o 203 cos? cos

Stad widzimy, ze wspétrzedna y trajektorii jest funkcjg kwadratowg wspotrzednej x, a trajektoria pitki

golfowej jest zatem opisana przez parabole.

Cwiczenie 2. Oblicz wysokoé¢ rzutu, tj. maksymalna wysokoé¢ pitki golfowej. wysoko$¢ #mqz jaka
osiggnie wystrzelona kula.

Rozwigzanie: Wysoko$¢ rzutu (ruch pocisku) to maksimum funkcji z poprzedniego ¢éwiczenia:

g 5 , Sina

fry=

C2Zcos’a T T osa
Pochodng funkgcji f obliczamy jako

, g sin
y =

—————— 21 .
203 cos? cos

Aby znalez¢ punkt stacjonarny, ustawiamy pochodna réwnga zero i otrzymujemz réwnanie

g sin o
T

v cos? o cosa

Rozwigzaniem tego réwnania jest

vgsina cosa
g

Tmax =

Poniewaz trajektoria ruchu jest wklesta funkcja kwadratowa, zlokalizowany punkt stacjonarny jest mak-
simum, a wspétrzedna pionowa tego punktu jest wysokoscia rzutu.

Wysoko$¢ rzutu oblicza sie poprzez obliczenie funkcji f w uzyskanej wspdtrzednej z,q4:

v sin? a
2g

Ymax =

Cwiczenie 3. Biorac pod uwage stata predkoéé¢ poczatkowa, znajdz kat o ktéry gwarantuje maksy-
malna odlegto$¢ miedzy punktem poczatkowym a punktem koncowym trajektorii.

Rozwiazanie Aby znalezé maksymalny kat zasiegu, musimy uzyskaé punkt koncowy x4 trajektorii jako
funkcje kata

a i znalez¢é maksimum funkcji 24(a) Biorac pod uwage ze y = 0, gdy pitka uderza w ziemie, znajdujemy
zero funkgji
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To réwnanie ma dwa rozwigzania. Pierwsze rozwigzanie x = 0 odpowiada miejscu wystrzelenia pitki, a
drugie rozwigzanie x4 do miejsca uderzenia

2v2sinacosa V2 .
=07 " = Osin2a.

() ) g

Teraz musimy znalez¢é maksimum funkcji z4(cv). Wystarczy znalezé punkt stacjonarny, poniewaz wyka-
zano, ze trajektoria jest parabola, ktéra otwiera sie w dét. Obliczamy pochodna funkcji z4(«) wzgledem
@

02
zh(a) = 2 . cos2a -2 .
9

Ustawiajac pochodng réwna zero, otrzymujemy cos 2ac = 0, ktéry jest spetniony dla 2ac = 90° ( pitka
zostanie wystrzelona, oczywiscie « € (0°,90°), wiec rozwigzanie jest jednoznaczne). Tak wiec punkt
stacjonarny to o = 45°.

Maksymalny zasieg w golfie osigga sie uderzajac pitke pod katem o = 45° a pitka laduje w odlegtosci

2

2
zq(45°) = % sin(2-45°) = %,
g

g

Nalezy zauwazy¢, ze mozliwe jest uzyskanie funkcji zq4(a) = %sin 2a bez rachunku rézniczkowego,
wykorzystujac symetrie paraboli. Wierzchotek paraboli znajduje sie w Srodku punktéw zerowych. Dlatego
wspéirzedna $x punktu uderzenia mozna okresli¢ ilosciowo jako z4(a) = 2 - Tpaz-

Pozwala nam to unikngé rozwigzywania réwnania kwadratowego otrzymanego przez podstawienie y = 0
do funkgji y(z) i faktoryzujac prawa strone.

Literatura

1. Kubera, Miroslav; Necas, Tomas; Benes, Vojtéch. Podrecznik online fizyka dla szkét Srednich - Linie
[online]. Dostepne pod adresem https://e-manuel.cz/kapitoly/pouziti-pohybovych-zakonu/
vyklad/vrhy/. [cytowany 2023 wrzesnia 27].

2. Moc, Ondfej; Eisenmann, Petr. Pochyty szczyt z wiezy. [online]. Dostepne pod adresem https:
//mfi.upol.cz/files/26/2602/mfi_2602_129_137.pdf [cytowany 27.9.2023]

3 The portal Math4U is developed within the international projects of the
Department of Applied Mathematics (VSB-Technical University of Ostrava)
and other institutions in Czechia, Poland, Slovakia, and Spain.

Funded by
the European Union




