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Kalkulator paraboliczny
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Podczas surfowania po Internecie Eva znalazta interesujacy fakt dotyczacy wykresu funkcji f: y = 22,

ktéry polega na tym, ze wykres moze byé uzyty jako kalkulator do pomnozenia dwéch liczb a i b.}
Procedura jest nastepujaca:

1. Na osi x zaznacz punkty odpowiadajace liczbom —a i b.

2. W tych punktach narysuj linie prostopadte do osi x i skonstruuj skonstruowa¢ ich przeciecia z wy-
kresem funkcji f.

3. Linia przechodzaca przez nowo skonstruowane punkty przeciecia przecina o$ y w punkcie, ktérego
odlegtos$¢ od od poczatku wynosi ab.

Procedure mozna wyprébowaé w zataczonym arkuszu, jego ilustracje sa réwniez dostepne w programie
GeoGebra. Interaktywny aplet mozna znalez¢ na stronie internetowej https://www.geogebra.org/m/
sjbcjbaf.

Zadanie. Czy powyzsza procedura ma zastosowanie do wszystkich par czy tylko do niektérych? Czy
te procedure mozna udowodnié?

Rozwiazanie. Z procedury wynika, ze jesli obrazy liczb —a i b tacza sie, linia opisana w trzecim kroku
nie moze by¢ jednoznacznie skonstruowana. Dlatego podana procedura nie zadziata, jes$li —a = b. My
pokazemy, ze poza tym przypadkiem, procedura dziata dla wszystkich innych par liczb a i b.

Skonstruujmy, zgodnie z podang procedura, na osi x punkty odpowiadajace liczbom —a i —b, a nastepnie
skonstruujmy w tych punktach proste prostopadte do osi x. Oznaczmy przeciecia tych prostopadtych
z parabolg przez A i B, a linie prosta AB oznaczmy przez p. Prosta p przecina o$ y w punkcie C, ktéry
wyznacza nieznang liczbe m.

1Ogoélnie rzecz biorac, wykresy, ktére pozwalaja nam wykonywaé operacje arytmetyczne za pomoca konstrukcji geome-
trycznych nazywane s3 nomogramami.
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Rysunek 1: llustracyjny obraz

Prosta p jest okreslona przez punkty A(—a;a?) i B(b;b?), wiec wektor kierunku to
T = AB = b+ a;b* —a?].
Mnozac wektor o przez liczbe a%_b otrzymujemy
U =[1;b—al.

Korekte te mozna wykonaé, poniewaz w naszym przypadku b # —a, a wiec b+ a # 0. W ten sposéb
otrzymujemy réwnania parametryczne

p:X=B+t-U,teR
p:rx=b+t
y=0"+t-(b—a),tcR.

Podstawiajac wspéirzedne punktu C' po lewej stronie réwnan (tj. x = 0, y = m) otrzymujemy uktad

0=b+t
m="0b*+tlb—a).

Z pierwszego réwnania mamy t = —b i podstawiamy je do drugiego réwnania. Stad

m=b>+ (=b) - (b—a)

m = ab.

Jest to wynik, ktéry musieliémy udowodnic.
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