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Odlegtosci na powierzchni Ziemi
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Ktéra z tras miedzy Lizbong a Waszyngtonem pokazanych na mapie jest krétsza?

Rysunek 1: Map

To pozornie proste pytanie ma zaskakujacg odpowiedz, o czym przekonasz sie w tym éwiczeniu. Krétsza
trasa to tuk, a dtuzsza to odcinek linii. Powodem jest znieksztatcenie odlegtosci w wybranej reprezentacji
powierzchni Ziemi. Widzimy, ze odcinek linii LW na mapie jest w przyblizeniu réwnolegty do réwno-
leznikéw geograficznych na Ziemi, wiec w rzeczywisto$ci odpowiada tukowi na okregu, ktéry bardzo
przypomina réwnoleznik. (patrz okrag k ze $rodkiem O na rysunku).
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Rysunek 2: Réwnolegte i wielkie koto

Jednak na powierzchni kulistej (ktéra w tym zadaniu uznamy za powierzchnie Ziemi), najkrétsza odle-
gtoscia jest inny tuk. Luk ten jest czeScig okregu h, ktérego $rodkiem C jest Srodek Ziemi. Odnosimy
sie do takich $ciezek jako ortodromy i nazywamy wszystkie okregi z ta wtasciwoscia wielkimi okregami.
lle kilometréw zaoszczedzimy podrézujac wzdtuz ortodromy? OdpowiedZ na to pytanie nalezy obliczy¢.

Stownik

Szerokos¢ geograficzna punktu na powierzchni Ziemi (wyrazona w stopniach i orientacji pétnoc/potudnie)
to kat pomiedzy linig prosta przechodzacy przez dany punkt a Srodkiem Ziemi i ptaszczyzng réwnika.
Dtugosé geograficzna punktu na powierzchni Ziemi (wyrazona w stopniach i orientacji wschéd / za-
chéd) to kat miedzy ptaszczyzna potudnika przechodzacego przez dany punkt a ptaszczyznag potudnika
zerowego.

Zadanie. Lizbona i Waszyngton znajduja sie mniej wiecej na tym samym réwnolezniku w przyblizeniu
na tym samym réwnolezniku (ok. 39° szerokosci geograficznej pétnocnej). lle kilometréw oszczedza
samolot podrézujac Sciezka ortodromiczng w poréwnaniu do podrézy Sciezka réwnolegta? Lizbona
jest potozona na wysoko$ci ok. 9° dtugosci geograficznej zachodniej. Waszyngton znajduje sie pod
77° dtugosci zachodniej. Zatézmy, ze Ziemia jest kula o Srodku C' i promieniu 6371 km i ze samolot
leci na $redniej wysokosci 10 km (start i ladowanie nie sa brane pod uwage). Dlatego we wszystkich
rozwazaniach bedziemy pracowaé z kula o promieniu ¢ = 6 381 km.

Rozwigzanie. Najpierw okreélmy, ile kilometréw pokona samolot, podrézujac wzdtuz réwnoleznika.
Oznaczmy réwnoleznik jako 39° szeroko$¢ geograficzna p6tnocna jako okrag k ze $rodkiem O i promien
r. W odpowiednim rzucie ortogonalnym kuli ziemskiej (patrz rysunek, gdzie S i J s3 biegunami), okrag
ten jest cieciwg AB o $rodku O.
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Rysunek 3: Rzut prostokatny

Rysunek przedstawia réwnos$¢ |<<CBO| = |<BCD]| (katy sa naprzemienne) i uzywajac funkcji cosinus
w tréjkacie prostokatnym BSO otrzymujemy r = o - cos 39°.

Trajektoria samolotu poruszajacego sie wzdtuz réwnoleznika (na ponizszym rysunku, trajektoria samolotu
jest reprezentowana przez krétszy tuk LW) jest okreslana przy uzyciu bezposredniej proporcji: caty okrag
k ma dtugos¢ 2mr = 27 - cos 39° km, tzn. dtugosé krétszego tuku LW jest réwna

(77 -9) o -
360 2mp - cos 39° = 5885,4 km.
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Rysunek 4: Rzut prostokatny - naktadanie sie biegunodw.

Teraz okreélamy, ile kilometréw pokonuje samolot, poruszajac sie wzdtuz ortodromy. Jest to zasadniczo
odlegto$¢ miedzy dwoma punktami na wyimaginowanej kuli o promieniu ¢ = 6 381 km. Rysunek poka-
zuje, ze ortodroma miedzy punktami L i W jest tukiem pewnego kota wielkiego h o nieznanym kacie
srodkowym . Musimy okresli¢ miare tego kata.

Rysunek 5: Odlegto$¢ po ortodromie miedzy Lizbona (L) a Waszyngtonem (W)
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Rozwazmy tréjkat réwnoramienny OW L, ktéry podzielimy wysoko$cig na podstawe LW na dwa przy-
stajace tréjkaty prostokatne. W kazdym z tych dwéch tréjkatéw zachodzi réwnanie % =7 -sin34°
utrzymuje, a zatem |LW| = 2r - sin 34°. Jesli zastosujemy podobne rozumowanie dla tréjkata réwnora-
miennego CW L, otrzymujemy réwnoé¢ LW | = 2¢ - sin &. Poréwnujac prawe strony obu wyprowadzo-

nych réwnosci, obliczamy wymagany kat ¢:

27 sin 34° = 2psin %

@ rsin34°  pcos39°sin34°
2 0 0

= cos 39° sin 34°

% = arcsin (cos 39° sin 34°) = 25°45' = ¢ = 51°30.

Wyznaczamy trajektorie samolotu poruszajacego sie wzdtuz ortodromy w podobny sposéb jak w przy-
padku linii réwnolegtej, korzystajac z proporcji bezposredniej. Dtugos¢ catego okregu h jest réwna 2mp.
Nastepnie, dla dtugosci krétszego tuku LW, stosuje sie nastepujace obliczenia

51,5

< 2mp = km.
360 mo = 5735,5km

Widzimy, ze obie trajektorie réznig sie o ok. 150 km.
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