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Fraktalna geometria

Keywords: postupnosti a rady, geometricka postupnost, fraktal, Kochova viocka

Fraktal je objekt vybudovany pomocou rekurzie (jeho geometricka Struktira sa opakuje v fiom samom).
Ide o “nepravidelny, fragmentovany geometricky tvar, ktory méze byt rozdeleny na ¢asti, z ktorych je
kazda aspon priblizne podobna, zmensena képia celého geometrického tvaru”. Tato vlastnost tiez byva
nazyvana sebepodobnost. Priklady fraktdlov v prirode st oblaky, stromy alebo karfiol. Slovo “fraktal”
pochadza z latinského slova “fractus”, ktoré v preklade znamend zlomené alebo roztrieStené. Slovo
vymyslel Benoit B. Mandelbrot, ktory sa povazuje za otca fraktalnej geometrie a preslavil sa knihou The
Fractal Geometry of Nature (1982).

Pri Stidiu fraktalov zohrdva déleZitd dlohu ich rozmer (dimenzia). Dimenzia, tzv. topologickd dimenzia
znama z klasickej euklidovskej geometrie sa ukéazala pri opise fraktalov ako nedostatocna. Felix Hausdorff
preto zaviedol iny typ fraktalnej dimenzie, oznalovan( ako Hausdorffova dimenzia. Pre jednoduché

objekty ju m6zeme chapat ako dislo:
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kde N je pocet Casti, z ktorych sa objekt sklad4 a ktoré vznikni pomocou rovnolahlosti s koeficientom
r z povodného objektu. Napriklad pre Stvorec plati, Ze mdze byt zlozeny zo Styroch mensich Stvorcov,
ktoré z neho vzniknii pomocou rovnolahlosti s koeficientom r = % ie.,
i,
In2

Pre Stvorec je teda jeho fraktalna dimenzia (Hausdorffova dimenzia) rovnaka ako jeho normaélna intuitivna
dimenzia (topologickd dimenzia).

Kochova vlocka

Kochova vloc¢ka je krivka v rovine, ktora vzniké iteraénim procesom z rovnostranného trojuholnika.(iterécia:
postup v matematike, pri ktorom sa opakovane pouziva nejakd operacia/funkcia s cielom postupne sa
pribliZit ku kone¢nému vysledku)

Na zadiatku je rovnostranny trojuholnik so stranami dizky 1. V kazdom dalSom kroku sa vykona nasle-
dovné:

1. Kazda usecka je rozdelena na tretiny.
2. Nad strednou tretinou Gsecky sa vytvori rovnostranny trojuholnik.

3. Zakladna trojuholnika (predchadzajlca prostrednd tretina tsecky) sa odstrani.
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Obr. 1: Prva iteracia Kochovej vlocky

Z obrazku vidime, e na uréenie dizky jednej strany snehovej vlocky v prvej iteracii, potrebujeme 4 strany
trojuholnika, ktory vznikol zmensenim strany povodného trojuholnika v nultom kroku s koeficientom
podobnosti 7 = 1, i.e.,
In4
d=— ~1,26.
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Kedze Kochova vlocka je krivka, o¢akévali by sme, ze jej dimenzia je 1. Tato nezrovnalost je dany tym,
ze Kochova vlocka je na koniec natolko ¢lenitd, ze vysledny fraktal ma nekonecni dlzku, ale ohranicuje
Gtvar kone¢ného obsahu.

Uloha 1. vypoditajte obvod Kochovej snehovej viocky po prvej, druhej a tretej iteracii.
Riesenie. Na zaciatku mame rovnostranny trojuholnik s obvodom og = 3. V prvej iteracii rozdelime tri

tse¢ky na tretiny, prostredn( tretinu z nich odoberieme a nahradime ju dvoma tseckami dizky % Kazda
strana pdvodného trojuholnika sa predizi o % ¢im vznikne obvod po prvej iteracii

1
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V druhej iteracii dostaneme na kazdej strane pévodného trojuholnika Styri Gsecky tretinovej dizky, ktoré
rozdelime na tretiny a predlzime ich o é. To vedie k obvodu
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Pri tretej iteracii budeme predlzovat na kazdej strane 16 (seciek o % a preto obvod po tretej iteracii
bude
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Uloha 2. Aky je obvod Kochovej snehovej vlotky po n-tej iteracii? Ukazte, Ye obvod Kochovej
snehovej vlocky je nekonecny.

Riesenie. Z uvedenych vypoctov vyplyva, ze kazda tse¢ka je jedna tretina dizky tsetky z predchadzajiicej

iteracie a zaroven je kazda tsecka v nasledujlicej iteracii prediZi o jednu tretinu, t. j. Gsecka sa predizi na
%. svojej predchadzajicej dlzky. Obvod Kochovej snehovej vlio¢ky po n-tej iteracii mozno vyjadrit ako
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stcet Clenov geometrickej postupnosti s kvocientom % pren € N:
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Ak by sme takto pokracovali donekonecna, tak by sme v druhom clene sictu dostali nekonecny geomet-

.....

obvod Kochovej snehovej vlocky je nekonecny.
Uloha 3. Vypoditajte obsah Kochovej vlo¢ky po prvej a druhej iterécii.

Riesenie. Na zaliatku si treba uvedomit, Ze vyska rovnostranného trojuholnika so stranou dlzky a je

@a a obsah rovnostranného trojuholnika je

S = ?az.

Obsah rovnostranného trojuholnika z ktorého vychadzame je Sy = @. V prvej iteracii rozdelime tri

lse¢ky na tretiny a na prostrednii tretinu umiestnime rovnostranny trojuholnik so stranou dizky %
Vysledny obsah po prvej iteracii je

Y3
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V druhom kroku budeme mat na kazdej strane povodného trojuholnika Stvornasobny pocet Useciek, kam
budeme umiestnovat trojuholnik so stranou dlzky %. Obsah sa po druhej iteracii zvacsi na
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Uloha 4. Aky je obsah Kochovej snehovej vioZky po n-tej iteracii? Kolkokrat je obsah Kochovej

.....

Riesenie. Z predchadzajdcich dvah vyplyva, Ze pocet dseCiek do ktorych priddme novy trojuholnik,
je Styrikrat vacsi v kazdej iteracii. Zaroven strana nasho nového trojuholnika sa zmensi na tretinu
svojej predchadzajicej velkosti, takze jeho obsah sa zmensi na na jednu devéatinu. Ziskame tak cleny
geometrickej postupnosti s kvocientom 2 a obsah Kochovej snehovej vlo¢ky po n-tej iteracii je vytvoreny

9
obsahom pévodného trojuholnika a stc¢tom prvych n ¢lenov tejto geometrickej postupnosti:
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KedZe kvocient geometrickej postupnosti je mensi ako jedna, pokracovanim do nekonecna dostaneme
konvergentny geometricky rad. Pomocou vzorca pre jeho sicet dostaneme plochu Kochovej snehove;j
vloc¢ky po nekoneénom pocte iteracii.
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Kochova snehova vlo¢ka ma nekoneény obvod ohranicujiici kone¢nii plochu, ktoré je priblizne 1,6-krat
vacsia ako obsah pévodného rovnostranného trojuholnika.
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